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Resumé

Dans le contexte des moteurs électriques automobiles, les phénomènes vibratoires
d'origine magnétique soulèvent une problématique relativement récente. L'objectif
de cette thèse est la mise au point d'un modèle multi-physique pertinent d'une ma-
chine électrique a�n de réaliser quelques études spéci�ques, d'optimiser la machine
et de prendre en compte la variabilité du comportement vibratoire. La modélisation
numérique s'appuie notamment sur des formulations analytiques a�n de bien maîtri-
ser les di�érentes physiques. Des mesures expérimentales sur la machine permettent
une confrontation avec le modèle numérique multi-physique et une validation des
choix de modélisation. Dans ce contexte de modélisation multi-physique, un outil de
couplage est développé entre les modèles 2D électromagnétique et 3D mécanique a�n
d'évaluer les comportements vibratoires d'origine électromagnétique de la machine.
Une attention particulière a été portée à la prise en compte des forces magnétiques
radiales et surtout tangentielles sur le stator de la machine électrique. Une méthode
d'optimisation, basée sur le principe d'une surface de réponse dynamique, est appli-
quée sur le modèle électromagnétique a�n d'améliorer des paramètres de conception
de la machine. Les incertitudes liées à la conception sont souvent nombreuses, no-
tamment dans le domaine vibratoire. A cet e�et, la méthode MSP (Modal Stability
Procedure) prenant en compte la variabilité des paramètres matériaux est proposée.
La formulation MSP pour l'élément 3D hexaèdrique est développée et appliquée au
stator électrique a�n d'évaluer la variabilité des fréquences propres et des fonctions
de réponse en fréquence.

Mots clés : machine électrique, modélisation éléments �nis, modèle multi-physique,
électromagnétique, vibration, optimisation, incertitudes.
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Abstract

The aim of this thesis is to study the vibrational behavior of magnetic origin
of an electrical machine. Its goal is to build a relevant multi-physics model of the
machine. Then use this model to perform some speci�c studies and optimize the
machine.

Although this study is based on a numerical model, it relies on analytical for-
mulations to understand the various physical phenomena.

First of all, we build a multi-physics model, and validate this model based on
experimental measurements. In this context, we have created a coupling tool that
consists to couple the 2D electromagnetic and 3D mechanical models, in order to
calculate the vibration behavior of the machine.

This tool, contrary to most of the work in this domain, takes into account the
tangential and radial magnetic forces applied on the machine. This tool, allow us to
evaluate the vibration impact of some complex physics phenomena. We consider an
optimization method based on the principle of the dynamic response surface. This
method, linked to the multi-physics model will be used to improve the vibration
behavior of the machine.

Uncertainties in the vibration �eld are often overlooked. In this thesis we presen-
ted a method to compute vibration behavior taking into account the uncertainties
of the materials properties. This method (Modal Stability Procedure, MSP) is based
on the mechanical assumption of the modal stability. Taking advantage of this rapid
method, the variability was evaluated on the Eigen frequencies and the frequency
response.

Keywords : Electric machine, �nite element modeling, multi-physics model, Vibro-
acoustic, electromagnetic, optimization, uncertainty.
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Chapitre 1

Introduction, problématique et
orientation de l'étude

1.1 Problématique de recherche

Ces dernières années, nous avons vu émerger de plus en plus d'études sur des
véhicules hybrides et électriques modi�ant profondément le système automobile tel
qu'il s'est bâti au �l du vingtième siècle. Principalement, la raréfaction des ressources
pétrolières et la réduction nécessaire des émissions de gaz à e�et de serre incitent
à repenser le concept. De plus, le parc automobile mondial ne cesse de s'étendre,
alimenté par la forte croissance des pays émergents.

Considérant ces problématiques, notamment celle de pollution, un certain nombre
de normes européennes et nationales ont été créés. Une des approches proposées est
le remplacement du moteur thermique, grand consommateur de pétrole, au pro�t
du moteur électrique. Dans ce contexte, de grands constructeurs automobiles se sont
lancés dans une course à l'innovation dans ce domaine, a�n de fabriquer des véhicules
moins polluants.

Dans le cadre du développement des véhicules à zéro émission, Renault veut
proposer une gamme élargie de véhicules électriques. Le service métier � Noise Vi-
bration & Harshness � (NVH) de l'ingénierie mécanique de Renault a actuellement
une expertise satisfaisante dans la conception et la mise au point des groupes moto-
propulseurs thermiques. Le développement des machines électriques soulève de nou-
velles problématiques liées aux excitations électromagnétiques et à l'électronique de
puissance associée (domaine de fréquences totalement di�érent).

Renault a été à l'origine d'un projet de recherche d'envergure nationale qui se
nomme AVELEC : c'est l'acronyme de �Acoustique de Véhicules ELEctriques�.

Pour le véhicule électrique, les phénomènes qui génèrent les bruits de traction
n'ont rien à voir avec ceux du véhicule thermique. Cette physique est assez mal
connue et non maîtrisée dans l'industrie automobile. Les excitations créées par un
moteur électrique sont totalement di�érentes de celles d'un moteur thermique : les
niveaux sont beaucoup plus faibles à basses fréquences mais peuvent être similaires
à hautes fréquences. Le chalenge d'AVELEC est de développer un savoir-faire équi-
valent pour les véhicules électriques.

Les partenaires de ce projet sont Vibratec, Adetel Equipment, Cedrat, Renault
et le Laboratoire d'Électromécanique de Compiègne (LEC) de l'université de tech-
nologie de Compiègne (UTC).

� Vibratec apporte son expertise et ses moyens en mesure et calcul vibro-acoustique.
� Adetel Equipment apporte son expérience en contrôle commande et électro-
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nique de puissance dans le domaine des moyens de transport électrique.
� Cedrat apporte son savoir-faire en modélisation des phénomènes magnétiques
et en couplage multi-physique.

� Renault apporte sa connaissance du développement véhicule et de la vibro-
acoustique, met à disposition de moyens d'essais et de calcul et, en�n, assure
le conception mécanique des pièces prototypes.

� Le LEC de l'UTC apporte son expertise dans l'analyse des phénomènes acous-
tiques et vibratoires apparaissant lors du couplage machine-convertisseur.

Dans ce contexte, la modélisation et l'étude d'un modèle multi-physique du groupe
moto-propulseur complet (GMPE) ont été réalisées pendant la thèse de Pellerey
[PEL12]. Le modèle de GMPE complet est complexe, ce qui rend le modèle très
lourd. L'idée est donc de créer un modèle pertinent d'une machine synchrone à
rotor bobiné. Ce modèle pertinent doit assurer un compromis entre le temps de
calcul et la précision des résultats.

1.2 Vibration et Physio-Acoustique

Toute structure est caractérisée par des modes propres de vibration. Chaque
mode, correspondant à une fréquence propre, suit une déformation particulière de la
structure. Ces modes propres de la structure dépendent de sa masse, de sa rigidité
et des conditions aux limites. Ils peuvent ampli�er l'excitation sur des plages de
fréquences déterminées.

Le son est une vibration mécanique d'un �uide, qui se propage sous forme d'ondes
longitudinales grâce à la déformation élastique de ce �uide. La source de la vibration
du �uide est généralement la vibration d'une structure mécanique (�gure 1.1). Les
êtres humains entendent théoriquement entre les fréquences 20Hz et 20kHz. Plus
habituellement, cette fourchette de fréquence s'étale de 40Hz à 15kHz.

Figure 1.1 � La vibration est la source du son

Un aspect physio-acoustique intéressant est que l'oreille humaine ne réagit pas
aux excitations sonores de façon constante en fonction des fréquences qui les com-
posent à niveau de puissance acoustique équivalent (dB Sound Pressure Level, SPL).
Les courbes de la �gure 1.2 présentent ce phénomène physio-acoustique non linéaire.
Par exemple, nous percevons un son à 100 Hz moins intense qu'un son à 1000 Hz.

L'oreille humaine est particulièrement sensible aux fréquences comprises entre
500 et 8000 Hz, ce qui correspond malheureusement aux domaines d'émergences
acoustiques des machines électriques. L'oreille humaine possède donc ses propres
�ltres en terme d'amplitude-fréquence (�gure 1.2). La maîtrise du bruit d'un moteur
est donc à la fois une question de contrôle en terme d'intensité du rayonnement, le
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Figure 1.2 � Lignes isosoniques normales dé�nissant des puissances acoustiques
ressenties

contrôle des interactions entre les excitations et la réponse de la structure et, aussi,
en terme de perception.

1.3 Source de bruit dans les machines électriques

Le bruit audible des machines électriques, qui participe à leur impact environ-
nemental, au même titre que leur consommation électrique ou leur recyclabilité, est
devenu un critère de poids durant leur phase de conception. D'une part, dans les
applications industrielles, l'exposition au bruit a un impact direct sur la santé et,
d'autre part, dans les transports, le confort acoustique est important.

Le niveau de bruit global provient de trois sources principales :
� Le bruit d'origine mécanique, issu en général de l'assemblage, des roulements
et du sirènement du réducteur.

� Le bruit d'origine aérodynamique, issu des turbulences des �ux d'air, liées par
exemple à la ventilation dans le moteur.

� Le bruit d'origine électromagnétique, issu des déformations des pièces sensibles
au champs magnétiques. Cette famille est à son tour divisée en deux sous
groupes :

Le bruit magnétique : dû à la déformation des matériaux magnétiques sous l'in�uence
des e�orts magnétiques s'exerçant principalement à leurs interfaces,

Le bruit magnétostrictif : certains matériaux se déforment lorsqu'ils sont plongés
dans un champ magnétique.

Dans cette thèse, nous étudions uniquement le bruit magnétique que l'on consi-
dère comme la source principale du bruit d'origine électromagnétique dans les ma-
chines électriques, dans la plage de vitesse de rotation qui nous interesse.

1.4 Bruit d'origine magnétique dans les machines
électriques

Dans les machines à courant alternatif, le bruit d'origine magnétique peut domi-
ner le niveau de bruit total à basse vitesse. Il est produit par les courants présents
dans la machine et se caractérise souvent par une désagréable émergence de raies
acoustiques. Cette émergence tonale est par ailleurs pénalisée par la norme limite
de bruit CEI 60034-9. La compréhension du phénomène de bruit d'origine magné-
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tique est donc primordiale en vue de concevoir des machines silencieuses, ou de
diagnostiquer et résoudre des problèmes de bruit sur des machines existantes.

La prédiction du bruit d'origine magnétique relève de la modélisation multi-
physique. Celle-ci nécessite à la fois un modèle électromagnétique de l'excitation
de la machine et un modèle vibratoire de la structure excitée (�gure 1.3). De plus,
le bruit doit être simulé en régime variable a�n de prendre en compte les phéno-
mènes de résonance. Même si la problématique globale est acoustique, on se limite
dans cette thèse au calcul vibratoire de la machine car les outils de modélisation
acoustique à partir de vibration sont déjà assez matures. Des modèles analytiques
électromagnétiques et mécaniques-vibratoires ont été développés pour appréhender
la globalité mais aussi les origines de ces problématiques.

Plus en détail, la circulation des courants électriques dans les bobinages du sta-
tor conduit à la déformation des parties magnétiques de la machine. Le champ
magnétique créé dans la machine électrique génère une distribution de pressions
magnétiques dans l'entrefer. Cette pression est appliquée sur les pièces magnétiques
de la machine pour les exciter selon des modes de déformations relativement précis.
En e�et, la nature des e�orts magnétiques appliqués dé�nit directement les modes
de déformation de la structure excités.

Par la suite, nous nous intéressons à développer un modèle multi-physique du
stator seul. L'idée est de créer un modèle multi-physique pertinent. Ce modèle doit
être simple avec des résultats réalistes. Dans ce but, nous comparons les compor-
tements vibratoires du modèle simpli�é avec les comportements vibratoires d'un
modèle complet de la machine et avec des mesures expérimentales.

Figure 1.3 � Pression magnétique et réponse du modèle vibratoire du stator

1.5 État de l'art

Dans cette partie, nous présentons l'évolution des recherches précédentes concer-
nant le bruit et les vibrations d'origine électromagnétique dans les machines élec-
triques.

Les premiers apparitions d'articles scienti�ques dans ce domaine datent de plu-
sieurs décennies. Jordan [JOR50], Moore [MOO65] et Alger [ALG70] présentent une
première approche qui consiste à calculer les e�orts électromagnétiques et leurs ef-
fets vibratoires et acoustiques dans la machine électrique. Plus récemment, Timar
et Gieras [YAN81, TIM89, GIE05] sont une référence dans l'étude des phénomènes
acoustiques liés aux machines électriques. Dans ces études, une méthode analytique
est appliquée pour calculer les forces magnétiques radiales d'entrefer à partir des
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caractéristiques géométriques (nombre d'encoches, nombre de pôles ...) et électro-
technique (fonction de bobinage, type d'alimentation ...) de la machine. Ces forces
radiales sont ensuite appliquées sur un modèle analytique vibro-acoustique simple
du stator (un cylindre ou une sphère). Ce qui permet d'obtenir une première analyse
du rayonnement acoustique de la machine.

Les résultats présentés ont une représentativité limitée. Ces di�érents auteurs
n'ont pas utilisé les méthodes numériques a�n d'a�ner leurs résultats et de limiter
les hypothèses de modélisation.

Les méthodes numériques sont devenues un standard grâce aux codes éléments
�nis (EF) associés à l'augmentation de la puissance des calculateurs. Cette évolution
a permis de remplacer quelques modèles analytiques de la chaine multi-physique par
des modèles numériques. Avec un temps de calcul plus important, cette évolution
nous permet d'avoir des résultats plus réalistes et précis, ainsi qu'une compréhen-
sion des phénomènes physiques. Cependant, selon le but recherché, il existe toujours
un compromis entre la qualité des résultats et le temps de calcul. Les méthodes
numériques ont été déjà développées et utilisées depuis les années 80. Nous citons
quelques études numériques qui déterminent de façon indépendante le contenu har-
monique des excitations magnétiques et les fréquences propres vibratoires du moteur
à des modèles EF à deux dimensions [BEN93, BEL91]. Ce type de calcul est rela-
tivement peu coûteux en temps de calcul, mais reste trop lourd pour être utilisé
dans un algorithme d'optimisation. Cependant, nous pouvons comparer l'excitation
et le comportement vibratoire pour prévoir les zones à risques acoustiques. Comme
aucun couplage excitation-vibration n'est réalisé, il est di�cile alors d'obtenir les
niveaux vibro-acoustique réalistes.

On cite encore quelques travaux de recherche dont le but est l'optimisation des
machines électriques, dans lesquels des modèles analytiques ou semi-analytiques
sont toujours utilisés [BES09a, BES09b, HAM05, VIV04, KOB97, BES07, BES10,
BES09c, BES09d, BRU97, LEC04]. Ces modèles peuvent être recalés ou alimentés
par des modèles numériques (EF) et des mesures a�n d'améliorer la qualité des
résultats [FAK14].

On trouve quelques travaux orientés dans le sens du couplage magnétique-mécanique
entre des modèles EF. Cette démarche sert à comprendre de façon complète et lo-
cale les propriétés des forces magnétiques agissant sur les matériaux magnétiques
[BEL99, BEL04, DEL01, HEN04, HEN10].

D'autres études couplent fortement les phénomènes élastiques et magnétiques
[FON10, DEL01, BER11]. Ce type de modélisation est lourd en terme de temps de
calcul. Il est intéressant pour les études liées au phénomènes de magnétostriction et
le piézomagnétisme. Il n'est donc pas intéressant de réaliser ce type de modélisation
dans la thèse.

Le couplage faible numérique est présenté dans des travaux récents sur des ma-
chines éclectiques modélisables en 2D ou 3D [SCH06a, VAN08, RAI10, BÖS10].
L'application d'une optimisation sur ces modèles est toujours di�cile. Il est possible
d'appliquer une simple étude de sensibilité pour un point de fonctionnement donné
[SCH06b, SCH05]. A�n de réduire le temps de calcul, il est aussi possible de coupler
faiblement un modèle magnétique EF 2D avec un modèle mécanique EF 3D[VAN08].

Dans cette thèse, nous allons utiliser cette technique de couplage faible entre un
modèle magnétique EF 2D avec un modèle mécanique EF 3D. Cette modélisation
a permis d'obtenir des résultats satisfaisants en terme de précision, ainsi qu'une
compréhension des phénomènes physiques. De plus, elle est cohérente avec notre
machine (MSRB) qui est modélisable en 2D, soit un temps de calcul acceptable.

17



Il existe aujourd'hui une gamme de modélisations de phénomènes vibro-acoustiques
pour les machines électriques. Des modèles analytiques, rapides mais pas toujours
capable de prendre en compte précisement tous les phénomènes, jusqu'aux plus com-
plètes avec le couplage fort de modèles magnéto-élastiques 3D. Des études récentes
sont appliquées sur un modèle magnétique EF 2D couplé avec un modèle mécanique
EF 3D d'une machine synchrone à rotor bobiné : une études sur l'e�et vibratoire de
l'excentricité du rotor [PEL12a], une deuxième sur l'e�et de l'angle de charge sur
les harmoniques de pression magnétique [PEL10] et des autres études sur l'outil de
couplage et une optimisation appliquée sur le rotor [PEL11, PEL12b].

1.6 Plan du manuscrit

Dans cette étude, un modèle électromagnétique EF 2D de la machine est couplé
avec un modèle mécanique EF 3D du stator en utilisant un outil implémenté dans
Matlab. La création des modèles et les choix de modélisations sont alors présentés
et interprétés. L'outil de couplage et la méthode de projection sont également dé-
taillés. Après l'introduction générale sur la problématique de la thèse, le chapitre 2
présente l'outil de couplage créé et utilisé, le modèle électromagnétique, des études
approfondies sur le calcul de pression magnétique, le modèle mécanique, la méthode
de calcul vibratoire et la validation du modèle.

En pro�tant de l'outil de couplage et a�n d'améliorer les comportements vi-
bratoires de la machine, on a réalisé dans le chapitre 3 quelques études spéci�ques
concernant l'e�et des forces tangentielles et des harmoniques de courants rotoriques.
Dans ce contexte d'améliorer les comportements vibratoires de la machine, on a
cherché un algorithme d'optimisation rapide et su�samment précis, même avec des
critères harmoniques. Il sera �nalement appliqué sur le modèle de la machine pour
véri�er la validité de l'optimisation. Cet algorithme est utilisé pour améliorer le ni-
veau et la qualité du couple de la machine. Il est utilisé également pour optimiser
la machine sur des critères inhabituels : les harmoniques de pressions magnétiques.

Le but des di�érentes études sur le sujet est de mieux connaître les origines
du bruit et des vibrations provenant des phénomènes électromagnétiques a�n de
pouvoir les contenir à des niveaux acceptables. Le niveau de bruit, pour le confort
des usagers et les vibrations, pour la durée de vie, sont des critères de plus en plus
présents dans les systèmes embarqués comme les transports terrestres ou maritimes.

Les études réalisées dans cette thèse sont orientées vibro-acoustique. Dans ce
domaine, les incertitudes sont souvent négligées, ou grossièrement prises en compte
à l'aide de coe�cients de sécurité importants. Dans ce sens, nous présentons et
appliquons dans le chapitre 4 une méthode de prise en compte de la variabilité
dans le calcul vibratoire. Cette méthode est basée sur une hypothèse mécanique : la
stabilité de déformation modale. L'impact de la variabilité des propriétés de matériau
sur la variabilité du comportement vibratoire est étudiée. Cela consiste à évaluer les
variables de sorties (fréquences propres et la réponse en fréquence) par rapport aux
variables d'entrées (les propriétés des matériau : modules de Young, coe�cient de
Poisson, masse volumique).

Nous terminons par une conclusion et des perspectives.
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Chapitre 2

Modélisation multi-physique :
couplage
électromagnétique-vibratoire dans
une machine électrique

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s'intéresse à construire et à étudier un modèle multi-
physique, électromagnétique-vibratoire, pertinent d'une machine électrique. Ce mo-
dèle doit servir à calculer le comportement vibratoire d'origine électromagnétique
de la machine étudiée. Cette problématique complexe nécessitent une synthèse des
phénomènes physiques très di�érents et des approches de modélisation très di�é-
rentes. La modélisation électromagnétique est généralement une modélisation 2D
dans le domaine temporel, avec une grande �nesse de modélisation de l'entrefer. Le
modèle de la structure mécanique doit tenir compte de l'ensemble de la structure,
le plus souvent dans le domaine fréquentiel, avec un faible niveau de précision géo-
métrique. Notre objectif est d'aboutir à un modèle reprenant les deux approches,
électromagnétique et mécanique, avec des temps de calculs raisonnables et une pré-
cision satisfaisante.

Dans un premier temps, il est nécessaire de dé�nir les données partagées entre
les deux modèles. Le modèle de la structure mécanique nécessite des e�orts d'excita-
tions, c'est-à-dire les champs d'e�orts au niveau de l'entrefer. Ces données n'étaient
pas forcément directement disponibles en sortie de la modélisation électromagné-
tique pour des outils du commerce au début des travaux sur cette thématique au
LEC. En e�et, ceux-ci s'intéressaient principalement au couple électromagnétique
moteur et aux pertes. Ce problème a toutefois été investigué dans plusieurs études
[BES09, PEL12].

L'une des di�cultés est de mettre en cohérence les tailles de modélisation. La mo-
délisation électromagnétique nécessite une modélisation �ne de l'entrefer, de l'ordre
du dixième de millimètre et plus �grossière� sur l'ensemble de la culasse. La modéli-
sation de la structure mécanique est une modélisation plus homogène sur l'ensemble
de la structure avec des tailles de maille de l'ordre de la dizaine de millimètres.

Une autre di�culté est liée aux types de méthode de résolution : L'une se fait
dans le domaine temporel en électromagnétique et l'autre dans le domaine fréquen-
tiel, souvent par une technique de superposition modale, pour la mécanique. Ceci
nécessite un outil de couplage multi-physique avec passage du domaine temporel au
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domaine fréquentiel avec transfert de champs entre les maillages électromagnétique
et mécanique.

Dans le but de comprendre ces résultats éléments �nis, nous décrivons tout
d'abord les lois physiques principales à l'aide d'un modèle analytique de pressions
magnétiques d'une machine synchrone. Ce modèle analytique sert à expliciter l'ori-
gine des harmoniques vibratoires de cette machine. Ensuite, nous présentons et dis-
cutons quelques méthodes de calcul des e�orts magnétiques avec les hypothèses
retenues. Une méthode est retenue pour réaliser le calcul des pressions magnétiques
de la machine électrique. Ces calculs sont à réaliser sous un logiciel éléments �nis
(EF) électromagnétique que l'on présenter.

Les formulations physiques concernant le calcul vibratoire sont présentées. Nous
insisterons sur la compréhension de la physique des vibrations et en particulier à la
notion de réponse en fréquences sur des modes propres du stator. On peut en e�et
montrer que la réponse vibratoire d'une structure mécanique peut être représentée
par un nombre discret de modes propres. Ces calculs sont à réaliser sous un logiciel
éléments �nis (EF) mécanique qui ne sera pas identique (2D, 3D, �nesse du maillage,
parties modélisées...) au modèle électromagnétique.

A�n d'établir le couplage entre ce deux modèles EF électromagnétique et méca-
nique vibratoire, un outil de couplage sera implémenté dans Matlab. Les pressions
magnétiques calculées sur le modèle électromagnétique sont projetées sur le modèle
mécanique. La méthode de projection et deux critères d'évaluation sont présentés.
Dans cet outil, l'utilisateur peut dé�nir et faire varier les paramètres de calcul élec-
tromagnétique et vibratoire. Le résultat �nal de cet outil aboutira à la courbe de
réponse en fréquence de la structure mécanique soumise à la pression magnétique.
La méthodologie qui vient d'être expliquer va pouvoir être appliquer à une machine
réaliste qui sera une machine synchrone à rotor bobiné.

Dans le même esprit, le modèle électromagnétique de la machine sera présenté et
étudié. Quelques études détaillées concernant la méthode de calcul sont également
présentées. Nous étudions ensuite les pressions magnétiques radiales et tangentielles,
et leurs transformations de Fourier bidimensionnelle.

Le modèle mécanique de cette machine sera présenté et étudié. les choix de
modélisation de ce modèle sur une géométrie simpli�ée, son maillage, l'intégration
du bobinage aboutissent au modes propres de la structure mécanique. Ces choix ont
été validés expérimentalement.

En utilisant l'outil de couplage, nous réalisons quelques calculs de réponse en fré-
quence de la structure mécanique chargée par les pressions magnétiques. Une montée
en vitesse du moteur sert à tracer un spectrogramme vibratoire. Ce spectrogramme
sera analysé en faisant varier quelques paramètres du modèle.

2.2 Induction et pression magnétique

Cette partie, en plus de rappeler la physique de l'induction magnétique dans
une machine électrique, permet d'expliciter la génération des �harmoniques� d'exci-
tations.

2.2.1 Généralités sur l'induction magnétique

Nous prenons un cas élémentaire du champ magnétique créé par une spire unique
dans deux encoches statoriques diamétralement opposées et parcourue par un cou-
rant i constant (�gure 2.1).
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Figure 2.1 � Allure de l'induction magnétique crée dans l'entrefer par un bobinage
statorique à pas diamétral

Selon la loi d'Ampère, la circulation
−→
H sur un contour fermé C dé�ni par une

ligne de champ sur la �gure 2.1 est égale à la somme algébrique des courants enlacés :

˛
C

−→
H.
−→
dl =

∑
i⇔ H =

i

2e
(2.1)

où H est le champ d'excitation magnétique et e l'épaisseur d'entrefer. La force
magnéto-motrice (f.m.m.) ε produite en face de la spire a donc pour amplitude :

ε = He =
i

2
(2.2)

Or, la perméance surfacique de l'entrefer est égale à :

Λ =
µ0

e
(2.3)

µ0 étant la perméabilité du vide. L'amplitude de l'induction magnétique dans
l'entrefer pour une spire de forme quasi rectangulaire est :

B = εΛ =
µ0

2e
(2.4)

Cette induction créée par une spire n'est pas sinusoïdale, elle comporte des har-
moniques que l'on exprime en décomposant cette fonction en série de Fourier :

B(θ) =
2µ0i

πe

∞∑
m=1

(−1)m−1

2m− 1
cos [(2m− 1)θ] (2.5)

Nous considérons maintenant le champ créé au stator par un bobinage triphasé
constitué de trois bobines identiques a, b et c, comprenant N spires, décalées entre
elles de 2π

3
radians et alimentées par les courants sinusoïdaux suivants :

ia = I
√

2cos(ωt)

ib = I
√

2cos(ωt− 2π
3

)

ia = I
√

2cos(ωt− 4π
3

)

(2.6)

où ω est la pulsation des courants et I la valeur e�cace des courants.
D'après l'équation 2.5 et en ne considérant que le fondamental, on obtient l'in-

duction magnétique crée le long de l'entrefer pouvant s'écrire :
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Figure 2.2 � Bobinage statorique triphasé à pas diamétral


Ba = Bfcos(ωt)cos(θ)

Bb = Bfcos(ωt− 2π
3

)cos(θ − 2π
3

)

Bc = Bfcos(ωt− 4π
3

)cos(θ − 4π
3

)

(2.7)

où Bf = kI
√

2 et k = 2µ0N
πe

.
En utilisant les formules trigonométriques classiques, nous obtenons :

Ba = kI√
2

[cos(θ − ωt) + cos(θ + ωt)]

Bb = kI√
2

[
cos(θ − ωt) + cos(θ + ωt− 4π

3
)
]

Bc = kI√
2

[
cos(θ − ωt) + cos(θ + ωt− 2π

3
)
] (2.8)

L'équation 2.8 montre l'apparition d'un champ direct tournant à la vitesse ω et
d'un champ indirect tournant à la vitesse −ω, d'où une onde pulsante générée par
chaque bobine.

L'induction résultante est la somme des inductions générées par chaque phase :

B = Ba +Bb +Bc (2.9)

d'où

B = Bmaxcos(θ − ωt) (2.10)

où Bmax = 3
2
kI
√

2 = 3µ0

πe
NI
√

2.
Le champ d'induction résultant est donc réparti de façon sinusoïdale dans l'en-

trefer avec une amplitude Bmax supérieure à celle créée par une spire unique et
tournant à une vitesse ω rad/s.

Ce théorème du champ tournant est appelé théorème de Ferraris. Ce théorème
a été établie à la même période par Galileo Ferraris et Nikola Tesla [SAI01].

Dans le cas d'un moteur multipolaire à 2p pôles nous avons :

B = Bmaxcos(pθ − ωt) (2.11)

soit une onde magnétique à p périodes le long de la circonférence et se déplaçant
à la vitesse mécanique ω

p
.
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2.2.2 Force magnétomotrice

Dans la section précédente, on a montré que la f.m.m. générée par une spire
à pas diamétral constituée de N spires et parcourue par un courant i était quasi
rectangulaire et d'amplitude N × i/2 [Ampères.tours] (équation 2.2).

Nous étudions maintenant la f.m.m. générée par un bobinage réparti formé de
N spires en séries. Cette répartition génère une f.m.m. en escaliers avec une forme
d'onde plus proche de son fondamental (�g 2.3).

Figure 2.3 � Force magnétomotrice générée par un enroulement réparti sur une
machine à une paire de pôle

D'après [SAI01, SEG06], la décomposition en série de Fourrier d'une f.m.m. gé-
nérée par une phase parcourue par un courant i sinusoïdal et répartie selon plusieurs
encoches s'exprime comme :

ε(θ, t) =
N × I

√
2× ZS

6pπ

∞∑
m=0

kb(2m+1)

(2m+ 1)
cos [(2m+ 1)pθ] cos(ωt) (2.12)

où p est le nombre de paires de pôles, ZS est le nombre d'encoches au stator (on
peut noter Nepp = ZS

6p
le nombre d'encoches par pôle et par phase).

Le coe�cient de bobinage pour l'harmonique d'ordre m est dé�ni par :

kbm = kdmkrm (2.13)

avec la contribution du facteur de distribution du bobinage pour l'harmonique
d'ordre m :

kdm =
sin(mπ

6
)

ZS

6p
sin(m pπ

ZS
)

(2.14)

et celle du raccourcissement du bobinage pour l'harmonique spatial d'ordre m :

27



krm = sin(
mβπ

2
) (2.15)

avec β = pas de bobinages / pas diamétral (β = 1 dans le cas d'un bobinage
diamétral).

Nous pouvons remarquer qu'en augmentant le nombre d'encoches par pôle et par
phase Nepp, on peut améliorer le contenu harmonique de la f.m.m. Par contre cette
amélioration tend vers une forme d'onde triangulaire et non sinusoïdale. En fait,
l'augmentation du nombre de phases va permettre de rendre sinusoïdale l'induction
d'entrefer.

En faisant tendre vers l'in�ni le nombre d'encoches au stator pour un nombre de
phases donné (Nepp), on montre que les premiers coe�cients de bobinage tendent
vers les valeurs suivantes :

lim
ZS→∞

kd,m=1 =
3

π
' 0.9549 (2.16)

lim
ZS→∞

kd,m=5 =
3

5π
' 0.1910 (2.17)

lim
ZS→∞

kd,m=7 =
3

7π
' 0.1364 (2.18)

Nous remarquons que le fondamental kd,m=1 ne tend pas vers 1 et que les coe�-
cients harmoniques ne tendent pas vers 0, ce qui est normal parce qu'on calcule les
coe�cients de Fourier d'une fonction triangle et non sinus. Malgré tout, l'augmenta-
tion de la valeur de Nepp est un facteur positif pour améliorer la qualité harmonique
de la f.m.m. générée. On considère maintenant une machine synchrone à rotor bo-
biné (MSRB), la force magnétomotrice totale, au niveau de l'entrefer εtot, est égale
à la somme de la f.m.m. statorique εs et rotorique εr :

εtot = εs + εr (2.19)

En se basant sur les études [LIW46, PYR08, SAI01, SEG06, PEL12], nous pré-
sentons directement les résultats de développements. La f.m.m. générée par le stator,
dans le cas d'une machine triphasée à bobinage réparti avec des courants harmo-
niques, peut s'écrire sous la forme :

εs(θ, t) =
∞∑

mε
s=1,5,7,...

∞∑
ni=1,5,7,...

εSmε
S ,ni

cos(mε
Spθ ± niωt+ φin) (2.20)

avec mε
S l'harmonique d'espace, ni le rang de l'harmonique temporel du courant

et φin la phase associée.
La f.m.m. trapézoïdale générée par le rotor, dans le cas d'une machine à rotor

bobiné alimenté par un courant continu, s'écrit sous la forme :

εr(θ, t) =
∞∑

mε
r=1,5,7,...

εrmcos(m
ε
r(pθ − ωt) + φr) (2.21)

avec mε
r l'ordre spatial de f.m.m. rotorique et φr la phase associée. Finalement

la f.m.m. totale s'écrit sous la forme :
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εtot(θ, t) =
∞∑

mε
S=1,5,7,...

∞∑
ni=1,5,7,...

εSmε
S ,ni

cos(mε
spθ±niωt+φin)+

∞∑
mε

r=1,5,7,...

εrmcos(m
ε
r(pθ−ωt)+φr)

(2.22)
Cette formule nous montre que la forme de l'onde de la force magnétomotrice

contient une grande quantité d'harmoniques. Tenter de rendre sinusoïdale cette
forme d'onde est un moyen de réduire les harmoniques d'induction présents dans
l'entrefer.

2.2.3 Perméance

A�n d'expliquer physiquement ce qu'est la perméance magnétique d'un circuit
magnétique, on présente l'analogie d'Hopkinson. Cette analogie consiste à faire le
parallèle entre les grandeurs magnétiques et électriques comme explicité au tableau
2.1.

Électrique Magnétique

U tension [V ] ε f.m.m. [A.t ]
I courant [A] φ �ux [Wb]
R résistance [Ω] R réluctance [H−1]

G = 1
R

conductance [Ω−1] η = 1
R

perméance [H ]

Tableau 2.1 � Analogies d'Hopkinson

Ainsi, la loi d'Ohm devient la loi d'Hopkinson : U = RI ⇔ ε = φR. On retrouve
alors que l'induction magnétique B = φ

S
est le produit de la perméance surfacique

Λ = η
S
et de la force magnétomotrice ε :

B = Λ× ε (2.23)

En réalité, la perméance est liée à la force magnétomotrice. Cette relation est
considérée linéaire.

En se référant à [PEL12, SAI01, YAN81, TIM89, LIW46] pour le calcul de per-
méance statorique, et à la méthode de transformation de type Scharwz-Christo�el et
[ZHU02, ZAR06] pour le calcul de perméance rotorique, on obtient une perméance
totale d'entrefer d'une MSRB de la forme :

Λtot(θ, t) =
∞∑

mΛ
s =1,2,3,...,mΛ

r =0,2,4,...

Λs,r
mΛcos

[
(mΛ

s Zs ±mΛ
r p)θ ±mΛ

r pΩt+ ϕr
]

(2.24)

où mΛ
s et mΛ

r sont respectivement les ordres spatiaux des perméances statoriques
et rotoriques et ϕr est la phase entre ces deux perméances.

2.2.4 Induction d'entrefer

L'induction magnétique B est le produit de la force magnétomotrice f.m.m. ε
par la perméance surfacique Λ. D'après les deux parties précédentes, les inductions
magnétiques statorique et rotorique peuvent s'expriment de la forme suivante :
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Btot(θ, t) = εtot(θ, t)× Λtot(θ, t)

= εs(θ, t)× Λs(θ, t) + εr(θ, t)× Λr(θ, t) (2.25)

= Bs(θ, t) +Br(θ, t)

où Bs est l'induction créée dans l'entrefer en l'absence d'excitation d'inducteur
(fonctionnement en réluctance variable), et Br est l'induction générée par le rotor
dans l'entrefer pour des bobines statoriques sans circulation de courant (fonctionne-
ment à vide). En développant l'équation 2.25 on obtient :

Btot(θ, t) =
∞∑

m′,m”,n′,n”

Bs
m′,n′cos(m′θ±n′ωt+φ′)+Bs

m”,n”cos(m”θ±n”ωt+φ”) (2.26)

Les harmoniques spatio-temporels dans un stator est caractérisés par :

m′ = p(mε
s ±mΛ

r )±mΛ
s Zs, n′ = ni ±mΛ

r , φ′ = ϕr

et pour l'in�uence du rotor :

m” = p(mε
r ±mΛ

r )±mΛ
s Zs, n” = mε

r ±mΛ
r , φ” = φr ± ϕr

Dans le contenu harmonique de l'induction d'entrefer, on retrouve la contribution
de deux grandes familles d'harmoniques :

� Les harmoniques d'espace d'ordre (m′,m”) contiennent les phénomènes liées
à la distribution discrète des bobinages et des encoches. Plus généralement,
la géométrie des parties magnétiques, la saturation résultant d'un phénomène
local non linéaire déformant le circuit magnétique et les possibles dissymétries
de construction (excentricités, ovalisations du stator, bobinage imparfait, ...)
sont à l'origine des harmoniques d'espace.

� Les harmoniques temporels de rang (n′, n”) matérialisent le fait que les cou-
rants (rotorique ou statorique) ne soient ni sinusoïdaux ni parfaitement équi-
librées, ni parfaitement constants pour l'inducteur.

2.3 Calcul des e�orts magnétiques

La connaissance approfondie des e�orts magnétiques présents au sein du mo-
teur est un point essentiel dans la compréhension des phénomènes vibro-acoustiques
puisqu'ils en sont pour une part la source. Di�érentes méthodes permettent de cal-
culer les densités de forces magnétiques et ne donnent pas nécessairement les mêmes
résultats. Dans cette section nous explicitons ces di�érentes approches avec leurs
particularités pour, au �nal, justi�er la méthode retenue.

Il existe plusieurs méthodes pour calculer les densités de force exercées sur un so-
lide soumis à un champ électromagnétique. En théorie, ces méthodes doivent donner
une force résultante identique [REN97], néanmoins dans l'état de l'art, les résultats
de simulations numériques obtenus sont di�érents selon les méthodes employées pour
le calcul des forces résultantes. Parmi toutes les méthodes utilisées pour le calcul de
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la force globale, il y a un consensus scienti�que sur la méthode qui utilise le principe
des travaux virtuels [COU83].

Contrairement aux méthodes qui servent à calculer la force globale appliquée sur
un solide indéformable où le choix est facile et sûr (travaux virtuels), le choix d'une
méthode pour calculer la distribution de force (force locale) est bien plus di�cile.
En fait, il n'existe pas de méthode de référence, ce qui est accentué par le fait qu'il
est impossible de mesurer la répartition de ces forces. Néanmoins, il existe plusieurs
méthodes pour calculer les forces locales [REN97, BAR03] :

� les méthodes s'appuyant sur des modèles de charges équivalentes : masses
magnétiques équivalentes ou courants équivalents,

� les méthodes de la dérivée de l'énergie magnétique,
� la méthode basée sur le principe des travaux virtuels locaux,
� la méthode utilisant le tenseur de Maxwell.

Toutes ces méthodes vont être appliquées dans l'entrefer qui est caractérisé par
la variation de perméabilité des milieux. La �gure 2.4 présente deux régions : la
région en bleu est un matériau ferromagnétique de perméabilité µ = µ0µr, et une
région représentative de l'air (ou du vide) de perméabilité µ0. Le vecteur n est le
vecteur unitaire normal sur la surface de séparation des deux régions sortant de la
région ferromagnétique (en bleu). Nous sommes intéressés à la force sur la surface
de séparation de ces deux régions.

Figure 2.4 � Région d'un matériau ferromagnétique et une ligne de champ

2.3.1 Méthodes basées sur les sources équivalentes

L'idée des méthodes de calcul des forces locales à l'aide des sources équivalentes
est de remplacer la région du matériau magnétique par des distributions volumiques
et/ou surfaciques de source de champ. Le matériau magnétique de la région ferro-
magnétique est remplacé par un matériau amagnétique, de perméabilité µ0. Lors de
ce remplacement, le champ et l'induction magnétique produits par ces modèles équi-
valents restent les mêmes à l'extérieur de la région ferromagnétique, contrairement
à l'intérieur où l'induction ou le champ sont modi�és.

Les sources de champ pour ces méthodes sont les courants, les masses magné-
tiques ou bien la combinaison des deux.
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Méthode des courants équivalents

Comme il a été déjà mentionné, cette méthode consiste à remplacer la région fer-
romagnétique par une distribution de courants équivalents. Pour illustrer la méthode
graphiquement, la �gure 2.5 nous montre les courants surfaciques et volumiques
équivalents. Le premier cylindre de la �gure 2.5 est parcouru par des courants surfa-
ciques, et le deuxième contient des courants volumiques. Ces deux types de courants
engendrent la même répartition spatiale de champ que celle obtenue par la perméa-
bilité réelle.

Figure 2.5 � Courants équivalents dans un matériau ferromagnétique

Lorsque le champ magnétique est calculé avec ces distributions de courant, l'in-
duction magnétique

−→
B obtenue dans les régions ferromagnétique et vide restent

inchangée. Par contre, le champ magnétique
−→
H1 dans la région ferromagnétique se

modi�e.
La formulation �nale de force magnétique peut s'exprimer par la suivante :

−→
F =

1

2
µ0(µ2

r − 1)H2
t
−→n + (1− µr)HtBn

−→
t (2.27)

où −→n et
−→
t sont les vecteurs normal et tangentiel sur la surface qui sépare la

région ferromagnétique et la région vide. Il est inutile de faire apparaître les indices
1 ou 2 pour Ht et Bn car ces entités se conservent lors du changement de milieu.

Méthode des masses magnétiques équivalentes

De la même manière que la modi�cation de la répartition spatiale du champ
magnétique a été assimilée à une circulation de courant, on considère des masses
magnétiques équivalentes qui engendrent les même e�ets. Ces masses sont surfa-
ciques et volumiques.

On remplace alors la région ferromagnétique de perméabilité µ = µ0µr par une
région de perméabilité µ0 avec une distribution de masses magnétiques équivalentes
(surfaciques et volumiques). Par analogie aux charges électriques en électrostatique,
les masses magnétiques sont aussi appelées charges magnétiques. L'équation de
Maxwell-Gauss, dans laquelle une charge électrostatique produit un champ élec-
trique dont la divergence est non nulle, est utilisée comme modèle :

div(
−→
E ) =

ρ

ε0

(2.28)
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où
−→
E est le champ électrique, ρ est la charge électrostatique et ε0 la permittivité

diélectrique du vide.
La masse magnétique est alors associée au champ magnétique et conserve une

similitude avec l'équation 2.28 :

ρm
µ

= div(
−→
H ) (2.29)

Lorsque l'induction est calculée avec ces distributions de courant, le champ ma-
gnétique

−→
H obtenu dans les régions ferromagnétique et vide reste inchangé. Par

contre, le champ magnétique
−→
B1 dans la région ferromagnétique change.

L'expression �nale de la force magnétique calculée par la méthode de masses
équivalentes est :

−→
F =

1

2

1

µ0

(1− 1

µ2
r

)B2
n
−→n + (1− 1

µr
)HtBn

−→
t (2.30)

Dans la partie suivante, on présentera la méthode basée sur des masses et des
courants surfaciques.

Méthode des masses et des courants surfaciques

Cette méthode propose de créer des sources équivalentes surfaciques. En fait, les
courants surfaciques et les masses magnétiques surfaciques permettent de prendre
en compte la discontinuité respectivement de

−→
Bt et de

−→
Hn. L'absence de sources vo-

lumiques impose aux sources surfaciques de générer la totalité du champ. Les masses
magnétiques surfaciques et les courants surfaciques vont générer respectivement

−→
Hn

et de
−→
Bt [CAR59, SAD93].

La formulation �nale de la force en utilisant cette méthode est :

−→
F = (

1

2

1

µ0

B2
n −

1

2
µ0H

2
t )−→n +HtBn

−→
t (2.31)

Les trois méthodes présentées, même si elles sont basées sur le principe de sources
équivalentes, donnent des résultats di�érents. On présente par la suite les méthodes
basées sur l'énergie magnétique.

2.3.2 Méthodes de la dérivée de l'énergie magnétique

Les méthodes de la dérivée de l'énergie mécanique sont basées sur le principe de
conservation de l'énergie dans un système isolé. Autrement dit, le travail des forces
extérieures est égal et opposé à la variation d'énergie de ce système. L'équation
suivante présente ce principe :

δE = −
−→
F .
−→
δl (2.32)

où δE est la variation d'énergie totale,
−→
F est la force et

−→
δl est le déplacement.

L'aspect global de cette approche risque de ne pas permettre la description des
phénomènes à l'échelle locale.

Il existe plusieurs méthodes avec une approche par dérivation de l'énergie ma-
gnétique [BAR03, CAR59, SAD92]. Nous présentons dans cette partie une méthode
généraliste [BAR03].
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La �gure 2.6 présente le système utilisé dans cette partie pour présenter la mé-
thode de la dérivée de l'énergie magnétique. Cette �gure présente un système ma-
gnétique constitué de deux noyaux ferromagnétiques �xe de longueur in�nie suivant
y, et d'un parallélépipède mobile du même matériau que les noyau magnétique �xe
situées dans l'entrefer entre ces deux parties de noyau magnétique �xe. Ce parallé-
lépipède peut se déplacer librement dans la direction x.

Figure 2.6 � Système utilisé pour le calcul de la densité surfacique de force par la
méthode de la dérivée de l'énergie

La densité d'énergie magnétique Wmagnétique s'écrit :

Wmagnétique =

ˆ
volume

ˆ B

0

−→
H.
−→
dB (2.33)

Selon [BAR03], il a été montré que les forces d'origine magnétique induites par
la formulation basée sur la dérivée de l'énergie magnétique sont obligatoirement
normales aux surfaces (

−→
Ft = 0) .

En partant de l'équation 2.33 et en considérant un matériau linéaire, l'énergie
magnétique par unité de volume devient :

Wmagnétique =
µH2

2
=
B2

2µ
(2.34)

En présence de champ magnétique, ce parallélépipède se déplace jusqu'à remplir
entièrement l'entrefer sous l'action des forces magnétiques. Lorsqu'un faible déplace-
ment dx se produit, l'énergie magnétique totale du système se modi�e. Cependant,
l'énergie magnétique n'est modi�ée qu'au voisinage de l'entrefer. Nous pouvons ex-
primer cette variation d'énergie magnétique 4Wmagnétique du système lors de ce

déplacement par l'opposé du travail d'une force
−→
F qui s'applique sur le parallélépi-

pède.

4Wmagnétique = −4Wmécanique = −
−→
F .dx (2.35)
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Cependant, le volume V (cube élémentaire de surface élémentaire grisée ds) dans
la �gure 2.6 a vu sa perméabilité passer de µ2 à µ1. La variation totale d'énergie
magnétique peut être écrire sous la forme suivante :

4Wmagnétique =

ˆ
V

(
µ1H

2
1

2
− µ2H

2
2

2

)
dv (2.36)

On utilise la fonction 2.35 et on résout l'intégrale de la fonction 2.36 pour obtenir
la formule �nale de la force magnétique :

−→
F =

[
1

2

1

µ0

(
1− 1

µr

)
B2
n +

1

2
µ0 (1− µr)H2

t

]
−→n (2.37)

Cette méthode nous donne une force magnétique exclusivement normale.

2.3.3 Méthode des travaux virtuels locaux

Cette méthode est basée sur le principe des travaux virtuels. Elle peut calculer
les forces globales mais aussi locales. Elle a été proposée par REN en 1992 [REN92],
puis reprise par d'autres comme [GAL07, MED98, CAR12].

En général, selon le principe des travaux virtuels et en se basant sur la loi de
conservation de l'énergie dans un système thermodynamique, la variation de l'éner-
gie électrique due à une variation du �ux s'équilibre avec la variation de l'énergie
magnétique emmagasinée et le travail e�ectué par la force magnétique sur un dépla-
cement du système [WOO68] :

dWel = DW + Fdx (2.38)

où Wel est l'énergie électrique apportée au système, W est l'énergie magnétique
du système, F est la force appliquée sur le système et x est le déplacement du
système.

L'énergie électrique s'écrit sous la forme :

δWel = IUδt = I

(
dφ

dt

)
δt = Iδφ (2.39)

où I est le courant, U est la tension, φ est le �ux magnétique et t est le temps.
Les équations 2.38 et 2.39 nous donnent :

Idφ = dW + Fdx (2.40)

La di�érentielle de l'énergie magnétique s'écrit alors sous la forme :

dW =
∂W

∂u
dx+

∂W

∂φ
dφ (2.41)

A partir des équations 2.40 et 2.41, nous pouvons conclure que la force ma-
gnétique globale qui s'applique sur le système est égale à la dérivation de l'énergie
magnétique par rapport au déplacement x, lorsque le �ux est considéré constant :

F = −
[
∂W

∂u

]
φ=cste

(2.42)

Notons W ∗ la coénergie magnétique. Nous avons alors :

W +W∗ = φI (2.43)
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En appliquant une approche similaire, on peut obtenir une expression de la force
magnétique globale qui s'applique sur le système par la dérivation de la coénergie
magnétique par rapport au déplacement u, lorsque le courant est considéré constant :

F =

[
∂W∗
∂u

]
I=cste

(2.44)

L'équation 2.44 calcule la force magnétique au niveau global. On s'intéresse main-
tenant à l'application du principe des travaux virtuels pour le calcul des forces aux
n÷uds.

A�n de calculer les forces locales sur les n÷uds de la région ferromagnétique de
la �gure 2.4, on applique le principe des travaux virtuels au niveau des éléments du
maillage éléments �nis. La �gure 2.7 présente le n÷ud où on souhaite calculer la
force (nk), les éléments entourant ce n÷ud et le déplacement δx. Pour calculer la
force sur le n÷ud nk, il faut appliquer le principe des travaux virtuels sur tous les
éléments �nis qui entourent ce n÷ud.

Figure 2.7 � Déplacement virtuel δx d'un n÷ud nk de la région ferromagnétique
avec la modi�cation des éléments concernés par ce n÷ud

Soit Enk l'ensemble des éléments ayant pour sommet le n÷ud nk, la force Fnk
s'appliquant sur le n÷ud nk s'écrit :

Fnk =
∑
eεEnk

Fe = −
∑
eεEnk

[
∂We

∂x

]
φ=cste

=
∑
eεEnk

[
∂W ∗

e

∂x

]
I=cste

(2.45)

L'énergie magnétique dans l'élément e de volume V s'exprime par la relation
suivante :

We =

ˆ
Ve

(ˆ b

0

−→
H.d
−→
B

)
dVe (2.46)

et la coénergie magnétique par :

W ∗
e =

ˆ
Ve

(ˆ h

0

−→
B .d
−→
H

)
dVe (2.47)

36



La méthode des travaux virtuels localisés nécessite des développements informa-
tique conséquents, mais elle a toutefois un fort potentiel.

2.3.4 Méthode basée sur le tenseur de Maxwell

Dans cette partie, nous présentons l'obtention de la formule des densités surfa-
ciques de force magnétique à partir du tenseur de Maxwell [GRI99, BOS11, BAR03].
Cette méthode utilise la divergence du tenseur de Maxwell (équation 2.48) et pro-
cure une force que subit un volume élémentaire plongé dans un champ magnétique
(�gure 2.8).

−→
F = div(T ) (2.48)

Figure 2.8 � Volume élémentaire plongé dans un champ magnétique

La force, subie par le volume élémentaire de la �gure 2.8 suivant un axe x, s'écrit
sous la forme suivante :

Fx =
∂Txx
∂x

+
∂Txy
∂y

+
∂Txz
∂z

(2.49)

A�n de construire le tenseur de Maxwell, nous présentons les équations de Max-
well permettant de formaliser les relations entre les di�érentes entités électrotech-
niques.

� La première équation de Maxwell permet d'expliciter le lien entre le champ
électrique source et les charges électrostatiques (équation 2.50).

div(
−→
D) = ρ (2.50)

Le �ux
−→
D à travers une surface fermée est proportionnel à la charge électrique

contenue.
� La deuxième équation est le lien entre le champ électrique et l'induction ma-
gnétique :

rot(
−→
E ) = −∂

−→
B

∂t
(2.51)

Cette deuxième équation est connue également sous le nom de loi de Faraday-
Lenz : la circulation du champ électrique le long d'un contour fermé est égale et
opposée à la variation de �ux de l'induction magnétique par rapport au temps.

37



� La troisième équation de Maxwell représente la loi de conservation de �ux de
l'induction magnétique :

div(
−→
B ) = 0 (2.52)

� La dernière équation représente la conservation de la charge électrique pour
un courant électrique :

rot(
−→
H ) =

−→
J +

∂
−→
D

∂t
(2.53)

� Les quatre équations présentées ne sont pas su�santes pour construire le ten-
seur de Maxwell. Ils introduisent une cinquième équation qui prend en compte
les e�ets d'un champ magnétique sur un courant électrique, soit alors la force
de Lorentz :

−→
F = q−→v ∧

−→
B (2.54)

Une application de l'équation 2.54 à un courant électrique permet d'écrire la loi
de Laplace :

−→
F =

−→
J ∧
−→
B (2.55)

La loi de Laplace permet d'écrire la force qui s'exerce sur un courant
−→
J plongé

dans un environnement où circule une induction
−→
B . A�n de simpli�er l'écriture de

cette loi dans un repère orthonormé, on se limite à l'écriture de la force selon l'axe
x :

Fx = Jy.Bz − Jz.By (2.56)

L'aspect statique seul est étudié, donc le terme ∂
−→
D
∂t

de l'équation 2.53 est nul.

rot(
−→
H ) =

−→
J (2.57)

Il est possible alors d'écrire
−→
J comme une composition des dérivées partielles de−→

H . En utilisant les équations 2.56 et 2.57, on peut écrire la formulation suivante :

Fx =

(
∂Hx

∂z
− ∂Hz

∂x

)
.µ.Hz −

(
∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y

)
.µ.Hy (2.58)

Une quantité nulle est ajoutée à Fx (équation 2.59). La nullité de cette quantité
est induit par la troisième équation de Maxwell (équation 2.52).

Hx.div(
−→
B ) = µHx

(
∂Hx

∂x
+
∂Hy

∂y
+
∂Hz

∂z

)
(2.59)

L'équation 2.58 peut s'écrire alors sous la forme suivante :

Fx = µ

(
Hx

∂Hx

∂x
−Hy

∂Hy

∂x
−Hz

∂Hz

∂x

)
+µ

(
Hy

∂Hx

∂y
−Hx

∂Hy

∂y

)
+µ

(
Hz

∂Hx

∂z
−Hx

∂Hz

∂z

)
(2.60)

Cette formulation peut être employée pour toutes les composantes Fx, Fy et Fz.
Avec x, y et z les coordonnées spatiales, δij le symbole de Kronecker (δij = 1 si i=j,
δij = 0 si i 6= j ), les composantes du tenseur de Maxwell T s'écrivent donc :
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Tij = µ

(
HiHj −

1

2
δijH

2

)
(2.61)

en considérant la loi de comportement du matériau,

Tij =
1

µ

(
BiBj −

1

2
δij|B|2

)
(2.62)

Le Tenseur de Maxwell peut s'écrire sous la forme suivante :

T = µ

 H2
x − 1

2
H2 HxHy HxHz

HyHx H2
y − 1

2
H2 HyHz

HzHx HzHy H2
z − 1

2
H2

 (2.63)

On utilise par la suite le théorème d'Ostrogradski, il est souvent présenté avec−→
F un vecteur, et non un tenseur (équation 2.64).

ˆ
V

div(
−→
F ).dv =

ˆ
S

−→
F .
−→
ds (2.64)

Selon l'équation 2.48, la force par unité de volume est la divergence d'un tenseur.
Pour trouver la force qui agit sur un volume, il su�t alors d'intégrer la force de
l'équation 2.48 par unité de volume sur la totalité du volume :

−→
F =

ˆ
V

−→
fvdv =

ˆ
V

div(T )dv (2.65)

A partir de la formule d'Ostrogradski (équation 2.64), l'intégration de l'équation
2.65 peut se réduire à une intégration sur une surface :

ˆ
V

div(T )dv =

ˆ
S

nT ds (2.66)

La notion de tenseur et son utilisation sont surtout développées en mécanique où
l'étude de la répartition locale des contraintes dans un matériau se fait à l'aide du
tenseur des contraintes. En s'inspirant de la méthodologie employée en mécanique,
il est possible de manipuler le tenseur de Maxwell pour trouver les forces locales. Il
est préférable de prendre un repère où x est la normale sortante et y orienté selon−→
Ht. En se basant sur les méthodologies en mécanique et selon [BAR03], le tenseur
de Maxwell se met sous la forme suivante :

T = µ

 HnHn − 1
2
H2 HnHt 0

HtHn HtHt − 1
2
H2 0

0 0 −1
2
H2

 (2.67)

En exprimant H2 sous la forme H2
n +H2

t et en utilisant la loi de comportement
pour mettre en évidence les composantes indépendantes du milieu magnétique, le
tenseur de Maxwell donne la contrainte normale suivante :

σn =
B2
n

2µ
− µH2

t

2
(2.68)

et la contrainte tangentielle :

σt = BnHt (2.69)
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Dans l'entrefer, la perméabilité est égale à µ0, les expressions des contraintes
normale et tangentielle sont :

σn =
µ0

2

(
H2
n −H2

t

)
=

(B2
n −B2

t )

2µ0

(2.70)

σt = µ0(HnHt) =
BnBt

µ0

(2.71)

Analytiquement et en supposant que le champ magnétique parcours radialement
l'entrefer, on peut négliger dans un premier temps la composante tangentielle de
l'induction dans l'équation 2.70 et écrire :

σn(θ, t) w
Bn(θ, t)2

2µ0

=
(Bs(θ, t) +Br(θ, t))

2

2µ0

(2.72)

Selon les calculs faits dans la thèse de Pellerey [PEL12], on peut généraliser le
contenu spectral des contraintes magnétiques radiales d'entrefer (et tangentielles par
extension) par l'expression suivante :

σr,t(θ, t) =
+∞∑

m=0,n=−∞

σr,tm,ncos(mθ + Ωt+ ϕr,tm,n) (2.73)

où r et t sont les composantes radiales et tangentielles de l'e�ort, m l'ordre
spatial de l'e�ort par rapport à la position angulaire θ, n son rang temporel par
rapport à la fréquence mécanique Ω et ϕr,tm,n la phase associée à chaque harmonique.

2.3.5 Discussion et choix de la méthode

Il n'existe pas de méthode de référence pour comparer les résultats et faire un
choix. De plus, comme nous l'avions présenté, la mesure de forces locales d'origine
magnétique est impossible. Les di�érentes méthodes présentées peuvent conduire à
des distributions de pression magnétique di�érentes. Cependant, la force totale est
toujours identique.

Les méthodes basées sur les sources équivalentes donnent des résultats di�érents
entre elles, même si elles sont basées sur le même principe. En l'absence d'une
méthode de référence il est donc di�cile de choisir entre ces trois méthodes.

La méthode du tenseur de Maxwell est une méthode qui permet de prendre en
compte à la fois les composantes radiales et tangentielles, peuvent être l'une comme
l'autre importantes pour le comportement vibratoire. On remarque également que
la méthode basée sur le tenseur de Maxwell et la méthode basée sur les masses et
les courants surfaciques équivalentes donnent le même résultat �nal.

La méthode des travaux virtuels localisés présente un potentiel intéressant, mais
elle nécessite des développements informatiques conséquents. La méthode des tra-
vaux est aussi la plus rigoureuse scienti�quement, mais nécessite toutefois de revoir
les méthodes de résolutions implémentées dans les logiciels. Même si une demande
émerge pour l'analyse des e�orts, ce n'est pas encore l'usage majoritaire. Cela ex-
plique le choix par défaut de la méthode du tenseur par les logiciels commerciaux.
Notre objectif n'est pas d'implémenter une méthode complexe et intrusive dans un
code éléments �nis, mais plutôt d'utiliser une méthode qui, à partir des composantes
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d'inductions magnétiques, permet de calculer e�cacement les composantes radiales
et tangentielles de la force magnétique.

Par ailleurs nous ne cherchons pas la méthode la plus précise, mais une approche
simple pour appréhender la répartition spatiale et l'évolution temporelle de la pres-
sion magnétique dans l'entrefer. Plus qu'une prédictivité absolue, nous cherchons à
appréhender les phénomènes de couplages entre les e�orts et les modes propres du
stator pour guider la conception amont. De ce point de vue, la méthode du tenseur
de Maxwell semble la mieux adaptée.

2.4 Modélisation vibratoire de la machine électrique

A�n d'exploiter les e�orts obtenus dans l'entrefer, il est nécessaire de comprendre
le comportement vibratoire du stator de la machine électrique. La complexité du
comportement vibratoire d'une machine électrique résulte en e�et du couplage entre
les e�orts et la réponse de la structure.

Du point de vue vibratoire, une structure mécanique est caractérisée par ses
modes propres de vibrations. La notion de mode propre peut être interprétée de
di�érentes façons. Du point de vue mathématique, ce sont les valeurs qui diago-
nalisent les matrices éléments �nis de masses et de raideurs. D'un point de vue
physique, ce sont des ondes stationnaires de vibration (généralement de �exion) qui
vont s'établir naturellement dans la structure si celle-ci est excitée aux fréquences
correspondantes. Ces ondes stationnaires, ou modes propres, sont déterminée par
les caractéristiques de masses et de raideurs mais également par les conditions aux
limites ou les assemblages.

Nous présentons tout d'abord une illustration des modes propres sur une poutre
encastrée et un système vibratoire à un seul degré de liberté (d.d.l.) pour décrire
le comportement vibratoire d'un modèle simple. Ensuite, nous allons généraliser les
formulations à un système représentatif à N d.d.l..

2.4.1 Illustration des modes propres sur une poutre encastrée

Les modes propres sont souvent illustrés par le cas du système masse-ressort à 1
degré de liberté. Ce cas présente l'inconvénient d'être trop basique et de ne présente
qu'un mode de vibration. Nous allons tout d'abord appuyer notre illustration des
modes propres sur le cas de la poutre encastrée à une de ses extrémités et excitée à
son extrémité libre par un e�ort ondulatoire (�gure 2.9).

Figure 2.9 � Poutre encastrée excitée à son extrémité libre par un e�ort ondulatoire

L'excitation à une pulsation ω va créer une onde de vibration qui va se propager
dans la structure, se transmettre et se ré�échir au niveau des frontières suivant le
type de condition aux limites (�gure 2.10). La propagation et la ré�exion des ondes
de vibration dans la structure conduisent à l'apparition, à certaines fréquences, les
fréquences propres, d'ondes stationnaires de vibration, les modes propres (�gure
2.11).
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Figure 2.10 � Onde générée et ré�échie sur la poutre encastrée

Figure 2.11 � Les trois premiers modes propres de la poutre

Une structure présente en théorie un nombre in�ni de modes propres. Dans les
faits, la réponse de la structure peut s'exprimer comme la superposition de la réponse
des modes les plus proches de la fréquence d'excitation. Chacun de ces modes se
comportant comme un système masse ressort à 1 degré de liberté, présenté dans la
partie suivante (section 2.4.2).

Ce comportement suppose toutefois que le système soit linéaire et faiblement
amorti, ce qui est le cas des structures le plus couramment analysées. Par ailleurs,
la réponse vibratoire apparait à la pulsation de l'excitation. Si l'excitation comporte
plusieurs pulsations caractéristiques, la réponse est la somme de la réponse à ces
di�érentes pulsations. Ceci est également le cas si l'excitation comporte un spectre
continu (�gure 2.12).

Figure 2.12 � Réponse vibratoire de la poutre encastrée

Dans le cas d'un assemblage, les modes propres du système sont résultant de
du couplage des di�érents sous-systèmes. La réponse du système globale reste la
superposition des modes propres globaux.
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2.4.2 Cas d'un système à un degré de liberté

La �gure 2.13 présente un système vibratoire typique utilisable pour présenter
le comportement vibratoire d'un système à un degré de liberté.

Figure 2.13 � Système vibratoire à un degré de liberté

Ce système a la liberté de se déplacer suivant l'axe u, il est constitué d'une masse
m, d'une raideur k et d'un amortissement structural c. Il est excité par une force
harmonique suivant l'axe des u tel que F = F0e

jωt. Selon la deuxième loi de Newton
appliqué sur ce système, on a :

mü+ cu̇+ kx = F0e
jωt (2.74)

Avec u = Ue(jωt−ϕ) le déplacement, ω0 =
√

k
m

la pulsation propre du système,

ε = c
cc

l'amortissement réduit, cc = 2
√
km l'amortissement critique, ξ = ω

ω0
la

pulsation réduite et en résolvant le système de l'équation 2.74, on a la fonction de
transfert du système en amplitude et en phase liant le déplacement à l'e�ort :

H (ω) =
1

1− ξ2 + 2jεξ
(2.75)

L'amplitude et le déphasage peuvent s'écrire sous la forme :

|H (ω) | = 1√
(1− ξ2) + (2ηξ)2

(2.76)

tan(ϕ) =
2εξ

1− ξ2
(2.77)

La �gure 2.14 présente les courbes de l'amplitude et de la phase de la fonction de
transfert mécanique en fonction de la fréquence et de la valeur de l'amortissement.
L'orientation de la �èche indique une augmentation de l'amortissement.

Figure 2.14 � Évolution du module et de la phase en fonction de la pulsation
réduite et pour di�érentes valeurs d'amortissement
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La résonance est atteinte lorsque le module est maximum, ce qui correspond à
ω ' ω0 lorsque l'amortissement est faible.

2.4.3 Cas d'un système à N degrés de liberté

On présente dans cette section l'analyse modale et la réponse en fréquence (FRF)
d'une structure mécanique à N degrés de liberté. La structure est ici un stator
simpli�é, soit un cylindre creux. Le maillage de ce cylindre (�gure 2.15) comporte
12600 n÷uds et 10368 éléments de type solide hexaédrique à 8 n÷uds (�gure 2.16),
soit 37800 degrés de liberté.

Les formulations pour l'analyse modale et pour la réponse en fréquence présen-
tées dans ce paragraphe sont valables pour n'importe quelle structure mécanique
oscillante.

Figure 2.15 � Maillage d'un stator simpli�é

Figure 2.16 � Élément hexaédrique à 8 n÷uds [NAS12]

Analyse modale

Un analyse modale est l'étude des propriétés dynamiques d'une structure oscil-
lante. Elle permet de calculer les fréquences propres et les déformations modales de
la structure.
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Théoriquement le nombre de modes propres d'un modèle est égal au nombre de
degrés de liberté de ce modèle. Les fréquences propres d'un modèle sont les solutions
de l'équation di�érentielle suivante :

Mü+Ku = 0 (2.78)

où M et K sont respectivement les matrices élémentaires de masse et de rigidité,
et u est le vecteur de déplacements.

Une solution de l'équation 2.78 peut être de la forme :

uk = φke
(jωt+ϕ) (2.79)

avec l'indice k variant de 1 à N modes propres et φ étant le vecteur propre.
Nous injectons la solution (équation 2.79) dans l'équation 2.78 pour obtenir

l'équation matricielle suivante :

(M−1K − ω2I)φ = 0 (2.80)

où I est la matrice identité . Le calcul des valeurs propres s'obtient par la re-
cherche des solutions non triviales (pas de modes propres) de l'équation 2.80, soit
l'équation suivante :

det(M−1K − ω2I) = 0 (2.81)

Cette équation admet un nombre de solutions réelles positives ω2
i égal au nombre

N de degrés de liberté du modèle. Les vecteurs propres associés φi sont obtenus en
résolvant les N systèmes de l'équation 2.80. Les termes ωi et φi sont respective-
ment les pulsations propres et les modes propres du système. L'ensemble des modes
propres constitue la base modale Φ = [φ1 · · ·φn] tel que dim(Φ) = N2.

En pratique, on ne résout pas les N équations du système, on choisit une plage
d'intérêt représentative de l'étude, soient m modes propres sélectionnés. Pour une
structure de révolution, les modes propres sont doubles et déphasés spatialement de
360/2n degrés (n ordre du mode), à l'exception du mode d'ordre 0. Ce mode de
respiration est un mode de traction-compression alors que les modes d'ovalisation
sont des modes de �exion de la paroi (�gure 2.17).

cccccccMode d'ordre 0 ccccccccccccc Modes d'ordre 2 déphasés de 45°

Figure 2.17 � Modes propres de respiration et d'ovalisation d'un stator simpli�é
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Les modes doubles sont souvent nommés abusivement modes tournants, alors
que ce sont des ondes stationnaires. Pour une même fréquence, deux modes sont
obtenus, la réponse à une excitation tournante (rotor) est la somme de la réponse
de ces deux modes. On a ainsi une amplitude maximale de vibration qui �tourne�.

Réponse en fréquence (FRF)

A�n de calculer la réponse en fréquence (FRF), on considère une structure amor-
tie soumise à un chargement dynamique. Les équations du mouvement s'écrivent de
la manière suivante :

Mü(t) + Cu̇(t) +Ku(t) = f(t) (2.82)

où M, C et K sont respectivement les matrices globales de masse, d'amortis-
sement et de raideur. f(t) est le vecteur des chargements et u(t) est le vecteur des
déplacements. Les matrices M et C sont généralement exprimées de façon a être
diagonales. La matrice C n'est pas calculée, on estime souvent l'amortissement mo-
dal à partir d'essais au marteau de choc. Il est généralement compris entre 1 et 6 %
pour une structure métallique.

Ce système d'équations couplées du second ordre est résolu en imposant des
conditions initiales. Dans les cas de chargement harmonique, on peut découpler
l'amplitude et la composante temporelle de la manière suivante :

f(t) = f(ω)ejωt (2.83)

u(t) = u(ω)e(jωt−ϕ) (2.84)

où ω est la pulsation. En substituant les équations 2.83 et 2.84 dans le système
d'équations 2.82, nous obtenons :

−ω2Mu(ω) + jωCu(ω) +Ku(ω) = f(ω) (2.85)

La technique de superposition modale est utilisée, elle consiste en une projection
de ces équations sur un espace modal. On ne prend pas en compte tous les modes
de la base Φ, mais on considère une base tronquée Φ̂. Le but principal est de réduire
la taille du problème, de plus on obtient un système d'équations découplées. Les
contributions de chaque mode sont sommées pour obtenir la réponse souhaitée.
Le choix du nombre m de mode retenu dépend de la plage de fréquence que l'on
souhaite étudier. Il est de bonne pratique d'au moins doubler la largeur de la plage
de fréquences d'intérêt.

Les déplacements physiques s'expriment en fonction des coordonnées modales :

u(ω) =
m∑
i=1

φiqi(ω) = Φ̂q(ω) (2.86)

où m est le nombre de modes retenus, Φ̂ est la matrice modale tronquée à m, φi

est le i-ème mode propre, q(ω) est le vecteur des coordonnées modales et qi(ω) est
la i-ème composante de ce vecteur (�gure 2.18). L'expression classique de l'équation
de la dynamique dans l'espace modal peut s'écrire ainsi :

(−ω2m̃+ jωc̃+ k̃)q(ω) = Φ̂Tf(ω) (2.87)
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Figure 2.18 � Matrices représentatives de l'équation 2.86 qui montre la base modale
tronquée

où m̃ = Φ̂TMΦ̂ est la matrice de masse modale, c̃ = Φ̂TCΦ̂ est la matrice d'amor-
tissement modal et k̃ = Φ̂TKΦ̂ est la matrice de rigidité modale. Le découplage des
équations vient de la propriété d'orthogonalité entre la matrice modale Φ̂ et les ma-
trices M et K, les matrices modales k̃ et m̃ sont donc diagonales. La matrice modale
c̃ est construite de la même manière.

L'équation 2.87 constitue un système d'équations découplées de résolution facile
dans le domaine fréquentiel. La matrice de transfert s'écrit :

H(ω) = (−ω2m̃+ jωc̃+ k̃)−1 (2.88)

En résolvant le système d'équations 2.87, on obtient :

q(ω) = H(ω)Φ̂Tf(ω) (2.89)

En�n, l'expression des déplacements est :

u(ω) = Φ̂q(ω) = Φ̂H(ω)Φ̂Tf(ω) (2.90)

L'équation 2.90 sera utilisée par la suite, dans le manuscrit, pour calculer les
déplacements forcés d'une structure mécanique. Le fait de prendre une base modale
tronquée nous apporte un gain en temps de calcul, tout en gardant la précision
souhaitée.

2.5 Couplage électromagnétique-vibratoire

Les études vibratoires des machines électriques ont commencées dans les années
50. Les modèles utilisés représentant les phénomènes physiques sont alors analy-
tiques. Les méthodes de calcul analytiques sont longues à développer. De plus, pour
rendre le modèle simple, on néglige quelques phénomènesce qui peut imprécision
des résultats. Aujourd'hui, pour améliorer la prédiction des modèles, une approche
numérique par éléments �nis est utilisée.

Dans cette thèse on s'intéresse à la construction d'un modèle multi-physique
pertinent, soit un modèle multi-physique simple avec un bon compromis entre le
temps de calcul et la précision des résultats qu'il faudra trouver.
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La simpli�cation est limitée pour le modèle électromagnétique. A�n de ne pas
perdre les informations fréquentielles d'inductions magnétiques, nous sommes obligés
de garder un maillage su�samment �n en cohérence avec le pas de rotation du rotor.
Toutefois, cela ne nous empêche pas de pro�ter de la périodicité de la machine
pour réduire la taille du modèle électromagnétique en modélisant un quart de cette
machine.

La simpli�cation du modèle mécanique est plus facile. On modélise uniquement
le stator de la machine. Le stator est la source principale de vibration radiale dans
les machines électriques. La modélisation du stator nous permet de conserver le
comportement mécanique principal de la machine.

Le couplage présenté dans cette thèse est un couplage faible entre les deux mo-
dèles EF électromagnétique et mécanique (�gure 2.19). Ce couplage suppose que la
déformation mécanique est trop faible pour in�uer sur le comportement magnétique.

Dans le cadre du projet AVELEC avec les partenaires : Cedrat, Renault et Vi-
bratec, il a été décidé de travailler avec les logiciels de simulation Flux2D [FLU12]
pour la partie électromagnétique et Nastran [NAS12] pour la partie mécanique. Il
restait à dé�nir un outil de couplage, le logiciel Matlab [MAT11] est choisi pour
sa souplesse de programmation et ses nombreux toolbox. Le couplage pourra être
réalisé par la suite dans un autre langage a�n d'être intégré aux outils existants de
Cedrat.

Figure 2.19 � Illustration du couplage multi-physique électromagnétique-vibratoire
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L'outil de couplage développé dans cette thèse est présenté sur la �gure 2.19.
Les entrées sont un modèle EF 2D électromagnétique et un modèle EF 3D méca-
nique. Le modèle électromagnétique créé sous Flux2D sert à calculer les inductions
magnétiques, puis les pressions magnétiques en utilisant la méthode du tenseur de
Maxwell. Le modèle EF 3D mécanique est créé sous pré-processeur MSC-Patran. Les
pressions magnétiques calculées par le modèle électromagnétique EF 2D sont proje-
tées sur le modèle mécanique EF 3D, pour aboutir à un modèle mécanique chargé
par les forces d'origines magnétiques. Le �chier de données de ce modèle mécanique
chargé est un �chier MSC-Nastran de type *.bdf. L'analyse EF de ce modèle fournit
les comportements vibratoires de la machine.

La machine étudiée est non vrillée et nous faisons l'hypothèse de négliger les e�ets
de bord, un modèle EF 3D n'est donc pas nécessaire, le modèle 2D électromagnétique
su�t alors. Le maillage mécanique 3D n'a pas la même discrétisation que le maillage
électromagnétique, ce qui induit un transfert de champ entre les deux maillages lors
de la projection des forces.

2.5.1 Méthode de projection des e�orts

Il s'agit tout d'abord de calculer les pressions magnétiques en utilisant les équa-
tions 2.70 et 2.71. La surface où les pressions magnétiques sont appliquées est celle
des dents statoriques, la pression normale est alors radiale. A un point de fonction-
nement de la machine (couple et vitesse), il y aura plusieurs calculs quasi-statiques
pour di�érentes positions du rotor. Pour chaque position, il y a en données d'en-
trées deux tableaux pour les deux physiques considérées (�gure 2.20). Le premier
contient tous les n÷uds mécaniques du modèle et leurs coordonnées, l'autre contient
les points de calculs électromagnétiques et la pression magnétique (radiale et tan-
gentielle) associée à chaque point.

Figure 2.20 � Les entrées et la sortie de l'outil de couplage

Dans un premier temps, il s'agit de choisir les n÷uds mécaniques où on va ap-
pliquer les forces. Ces n÷uds se situent sur les surfaces des dents statoriques. Le
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maillage électromagnétique est 2D, la projection des pressions magnétiques sur le
maillage mécanique 3D est donc identique sur chaque section de n÷uds du stator.
La �gure 2.21 présente la méthode utilisée pour projeter les pressions magnétiques
sur le maillage mécanique. Les �èches bleues représentent la pression magnétique
calculée sur le modèle électromagnétique, une interpolation permet d'obtenir une
fonction de pression magnétique continue. Les �èches rouges représentent la densité
des forces linéiques projetées sur le modèle mécanique. La projection linéaire utilisée
ici est cohérente avec les fonctions de forme de l'élément �ni H8 (�gure 2.16).

Figure 2.21 � Méthode utilisée pour projeter les pressions magnétiques calculées
par l'analyse électromagnétique sur le maillage mécanique

Les pressions magnétiques calculées sur le modèle électromagnétique (�èches
rouges) sont exprimées en N/mm². La densité de force linéique, en N/mm, sur un
n÷ud i du maillage mécanique s'écrit sous la forme :

P j
l =

K∑
1

ˆ θi+1

θi

Ps.r.dθ (2.91)

où Ps représente la fonction de pression magnétique, θ est la position angulaire
du n÷ud mécanique, K est le nombre de n÷uds électromagnétiques entourant le
n÷ud mécanique et r est le rayon d'alésage du stator.

La force nodale exprimée en N est :

f i = P j
l .L (2.92)

où L est la longueur de l'élément du maillage mécanique suivant l'axe z (�gure
2.22).

Figure 2.22 � Exemple de maillage d'une dent statorique
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Figure 2.23 � Forces magnétiques appliquées sur la surface des dents statoriques
du modèle mécanique

Finalement, la �gure 2.23 nous montre le maillage mécanique 3D chargé par
les forces magnétiques radiales et tangentielles. Ces résultats sont classées dans le
troisième tableau de la �gure 2.20 contenant les n÷uds mécaniques avec les forces
appliquées pour un point de fonctionnement. Cette procédure est répétée pour tous
les pas temporels de calcul.

A�n d'évaluer l'erreur de projection on propose deux critères : un quantitatif et
un qualitatif. La formule suivante exprime le critère quantitatif :

e =

∑n
i=1 f

i −
´
surface

Ps.dS´
surface

Ps.dS
(2.93)

Cette formule exprime l'erreur relative entre la force totale appliquée sur le stator
à partir du maillage électromagnétique et la force totale projetée sur le maillage
mécanique. On considère qu'une projection est acceptable si cette erreur est proche
de 1%.

Le critère qualitatif consiste à comparer les deux courbes de pressions et de forces
spatio-temporelles appliquées sur le stator avant et après la projection, un exemple
est présenté dans la partie 2.6.4 application à la machine.

De plus, dans notre modèle à 48 encoches, l'erreur de projection peut induire es-
sentiellement des harmoniques spatiales multiples de H48, soit à très haute fréquence
et donc en dehors de la plage d'intérêt.

2.6 Application : modélisation de la machine syn-
chrone à rotor bobiné (MSRB)

2.6.1 Présentation de la machine

La machine modélisée dans cette thèse est une machine synchrone à rotor bobiné
de 48 encoches statoriques et 2 paires de pôles. La machine est triphasée avec une
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puissance de quelques dizaines de kWs, typique d'un moteur de traction de véhicule
électrique.

2.6.2 Modèle mécanique simpli�é de la machine

Le stator du moteur est modélisé par éléments �nis. Les pressions magnétiques
de la machine électrique sont appliquées principalement sur les dents du stator et
sur le rotor. Dans l'esprit de créer un modèle simpli�é prenant en compte les phé-
nomènes prépondérants, nous choisissons d'étudier les vibrations sur le stator seul.
La vibration rotorique n'est pas alors l'objet de cette étude. Ce choix est évalué en
comparant les résultats obtenus sur le stator seul avec des résultats expérimentaux.

Même si la vibration rotorique n'est pas prise en compte dans cette thèse, l'inter-
action électromagnétique entre le rotor et le stator apparait toujours dans le modèle
électromagnétique.

Le stator d'une machine électrique est constitué d'un cylindre ferromagnétique
entaillé d'encoches permettant d'y loger les bobinages. Ce cylindre est constitué d'un
empilement de plaques de tôles feuilletées a�n de limiter les courants de Foucault.
Une modélisation géométrique des tôles induit un grand nombre de degré de liberté,
d'où un temps de calcul conséquent. Pour cela, un choix d'une modélisation uniforme
est fait. Ce choix est validé dans le quatrième chapitre. Le stator est donc considéré
comme un matériau homogène : soit un acier avec un module de Young de 200 GPa,
un coe�cient de Poisson de 0.3 et une masse volumique de 7500 kg/m3.

Figure 2.24 � Montage pour l'analyse modale expérimentale du stator

Des mesures expérimentales de fréquences propres sur le stator ont été réalisées
par la société Vibratec. La �gure 2.24 montre le stator avec les encoches suspendu
par des tendus, soit en condition libre-libre. Les fréquences propres mesurées sont
présentées dans le tableau 2.2.

Un calcul EF préliminaire de fréquences propres est fait. La �gure 2.25 présente
les neuf premiers modes propres du stator. Il est noté que tous les modes sont doubles
pour cette structure cylindrique à l'exception du mode de respiration (mode 9). Sur
cette �gure on présente un mode pour une fréquence propre.
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Figure 2.25 � Premiers modes propres EF du stator

Il s'agit maintenant de bien modéliser le stator. La modélisation des bobinages
et la taille du maillage sont alors étudiées.

Figure 2.26 � Bobinages

Modélisation des encoches : L'encoche est composée de bobines de conducteurs
imprégnés. Les conducteurs sont en cuivre, les isolants et les résines sont souvent
des polymères (�gure 2.26). On propose trois choix pour modéliser les encoches :

� Modélisation exacte : elle est très complexe et rend le modèle trop lourd.
� Modélisation uniforme moyenne : l'encoche est considéré comme un matériau
uniforme avec des propriétés matériau mécaniques équivalentes en considérant
le cuivre, l'air, les résines et les isolants [VAN12].

� Modélisation de masse ponctuelle : la masse totale des bobinages est ajoutée
uniformément sur les faces intérieures des dents statoriques (�gure 2.27).
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Figure 2.27 � Modélisation du bobinage de cuivre en masses ponctuelles dans les
encoches

Le tableau 2.2 montre les premières fréquences propres mesurées expérimentaux
et calculées avec deux modélisations. La première colonne présente les fréquences
mesurées sur le stator de la �gure 2.24. La deuxième colonne présente les fréquences
calculées sur un modèle EF avec modélisation des bobinages en masses ponctuelles.
La troisième colonne présente les fréquences propres calculées sur un modèle EF
avec modélisation des bobinages avec un matériau équivalent. Ce tableau présente
également le type de déformation modale. On considère la notation de mode (i,j ) où
i est le nombre de lobes vu dans le plan radial et j au niveau axial. Les déformations
modales sont présentées graphiquement dans la �gure 2.25.

Mode Mesure Expé-
rimentale

Modélisation
en masses
ponctuelles

Modélisation
équivalente

Type de
mode

1 1015 1086 1739 (2,0)
2 1298 1601 2384 (2,1)
3 2748 2840 4505 (3,0)
4 3260 3591 5476 (3,1)
5 4457 4887 7866 (4,0)
6 5145 4934 5472 �exion
7 5501 5597 8882 (4,1)
8 5930 5833 6407 (0,1)
9 5466 6045 6647 (0,0)

Tableau 2.2 � Fréquences propres (en Hz) du stator

La �gure 2.28 montre un histogramme des fréquences propres présentées dans le
tableau 2.2. La modélisation en considérant les bobinages en masses ponctuelles est
la plus proche des mesures expérimentales. En e�et, la modélisation équivalente rend
le modèle très rigide au niveau des dents statoriques, ce qui augmente les fréquences
propres. Il serait intéressant de faire une étude plus détaillée sur la modélisation
des bobinages. En e�et, des études sont actuellement menées par la société Vibratec
a�n de déterminer les interactions entre les �ls de cuivre et les dents en fonction de
la fréquence. A une certaine fréquence, les �ls et les dents peuvent être découplés.
Dans cette thèse, la modélisation des bobinages en des masses ponctuelles au niveau
des encoches est choisie.
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Par la suite, nous utilisons un amortissement critique modal, les valeurs sont
mesurées expérimentalement par la société Vibratec.
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Figure 2.28 � Histogramme des fréquences propres du stator mesurées expérimen-
talement et calculées par EF avec modélisation des encoches en masses ponctuelles
et en matériau équivalent

Choix du maillage : La �gure 2.29 présente deux maillages 3D du stator com-
posés d'éléments solides hexaédriques à 8 n÷uds (H8). Le premier est constitué de
53568 n÷uds et 40320 éléments et le deuxième comprend 139104 n÷uds et 115200
éléments. Le deuxième maillage est considéré comme un maillage de référence.

En fait, le stator est constitué d'un empilement de tôles ferromagnétiques. Selon
[VAN12], un maillage uniforme suivant l'axe de z est su�sant pour ce type de cal-
cul. Le choix de cette modélisation uniforme est également validé dans le troisième
chapitre.

Les fréquences propres du stator sont calculées sur les deux maillages. La compa-
raison entre ces fréquences montre un écart faible. De plus, en comparant la �nesse
de ce maillage avec d'autres modèles mécaniques dans l'état de l'art, notamment
celui de Pellerey [PEL12], on peut considérer qu'il est su�sant pour notre modèle
multi-physique. Le premier maillage de la �gure 2.29 est donc utilisé.

wwww53568 n÷uds et 40320 éléments www 139104 n÷uds et 115200 éléments

Figure 2.29 � Maillages 3D mécanique choisi et de référence du stator
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2.6.3 Modèle électromagnétique

La machine étudiée a 2 paires de pôles et 48 encoches statoriques. Elle est alors
périodique, il su�t de modéliser 1/4 de la machine sous Flux2D. La �gure 2.30
présente le modèle électromagnétique EF qui représente une portion de 90° de la
machine. Ce maillage 2D est constitué de 7062 éléments triangles à 3 n÷uds.

Figure 2.30 � Maillage 2D électromagnétique de la machine

Les équations suivantes présentent les alimentations statoriques et rotoriques :


Ir = Irotor

Ia = Imaxcos(ωt+ ψ)

Ib = Imaxcos(ωt+ ψ − 2π
3

)

Ic = Imaxcos(ωt+ ψ − 4π
3

)

(2.94)

où Ir est le courant rotorique, Imax est le courant statorique maximal, ω = 2π
f

est la pulsation électrique et ψ est l'angle de pilotage électrique. Celui-ci est l'angle
entre le �ux statorique et le �ux rotorique.

Une alimentation en triphasée avec prise en compte de l'angle de pilotage élec-
trique est alors considérée pour le stator, et une alimentation à courant continu
pour le rotor. Les valeurs de courants statoriques et rotoriques, ainsi que l'angle de
pilotage électrique, sont dé�nis par le point de fonctionnement sur le diagramme
couple/vitesse satisfaisant au cahier des charges de la machine. La �gure 2.31 pré-
sente un exemple d'un diagramme couple/vitesse du courant statorique, les ampli-
tudes ne sont pas présentées pour raison de con�dentialité.

A�n de présenter un exemple du couplage électromagnétique-vibratoire, un point
de fonctionnement a été choisi avec une vitesse de rotation de 3000 tr/min et un
couple moyen de 200 N.m.

L'induction magnétique est calculée sur un chemin �ctif situé dans l'entrefer de
la machine. Ensuite les pressions magnétiques sont calculées en se basant sur le
tenseur de Maxwell selon les équations 2.70 et 2.71.
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Figure 2.31 � Exemple d'un diagramme couple/vitesse de la machine utilisée

Positionnement du chemin de calcul de l'induction magnétique dans l'en-
trefer

A�n de calculer les pressions magnétiques appliquées sur les dents statoriques,
nous calculons les inductions magnétiques sur la surface d'alésage des dents sta-
toriques. La pression magnétique radiale calculée à partir de l'équation 2.70 est
représentée par la courbe de la �gure 2.32. Cette courbe nous montre une oscilla-
tion inattendue car l'induction magnétique tangentielle est toujours plus petite que
l'induction magnétique radiale.

On propose alors de calculer les inductions magnétiques sur un chemin situé
dans l'entrefer. Nous posons alors la question de la position de ce chemin. Selon le
théorème de Green-Ostrogradski (équation 2.64), la position du chemin n'a�ecte pas
la force globale calculée. Cependant, il s'agit ici d'une pression magnétique locale,
cette sous-section présente une étude de position du chemin �ctif.

0 15 30 45 60 75 90
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Position angulaire (°)

P
re

ss
io

n 
m

ag
né

tiq
ue

 r
ad

ia
le

 (
N

/m
m

²)

Figure 2.32 � Pression magnétique radiale calculée sur les dents statoriques
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La �gure 2.33 présente le chemin �ctif utilisé pour calculer les inductions magné-
tiques. La �gure 2.34 présente un zoom de l'entrefer de la machine, les directions de
lignes de champs magnétiques varient selon la position du chemin de calcul. Elles
varient fortement dans la zone sur les cotés des dents (ouvertures d'encoches).

Figure 2.33 � Chemin �ctif dans l'entrefer pour calculer les inductions magnétiques
[DUP13]

Figure 2.34 � Évolution des composantes des lignes de champs magnétiques selon
la position du chemin de calcul dans l'entrefer

La position du chemin �ctif dans l'entrefer varie selon un coe�cient k de 10%
(chemin proche du stator) jusqu'à 90% (chemin proche du rotor). Ensuite, nous
traçons les courbes de pressions magnétiques radiales et tangentielles en fonction de
la position du chemin.

Il n'existe pas de méthode de référence pour trouver une position exacte du
chemin. Cependant, on peut toujours comparer le couple instantané calculé par la
méthode des travaux virtuels et celui à partir des pressions magnétiques tangen-
tielles. Il est possible également de calculer la force radiale totale appliquée sur le
stator, et d'étudier la variation de cette force pour di�érentes positions de chemin.

La �gure 2.35 présente les pressions magnétiques radiale et tangentielle en fonc-
tion de la position angulaire pour di�érentes positions du chemin (k). Lorsque le
chemin s'approche du stator, des pics sur les courbes des pressions radiale et tan-
gentielle apparaissent. Ces pics sont au niveau des bords des dents statoriques. Ces
courbes deviennent plus lisses lorsque le chemin s'approche du rotor. Les courbes de
pressions magnétiques sont identiques lorsque k>50%.
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Figure 2.35 � Pressions magnétiques radiale et tangentielle pour di�érentes posi-
tions du chemin de calcul �ctif dans l'entrefer

Les deux graphes de la �gure 2.35 ne permettent pas conclure sur la position
du chemin. Nous calculons alors, la force magnétique radiale totale appliquée sur le
stator pour di�érentes positions du chemin. Ces forces sont classées dans le tableau
2.3. Ce tableau présente un minimum inexpliqué lorsque k=20%, et une valeur stable
dans le coté rotor de l'entrefer pour k≥50%.

Position du
chemin

10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90%

Force radiale
totale [kN]

4.71 4.61 4.66 4.68 4.69 4.69 4.69 4.69 4.69

Écart relatif +0.4% -1.7% -0.6% -0.3% 0% 0% 0% 0% 0%

Tableau 2.3 � Force radiale totale en fonction de la position du chemin �ctif de calcul

Il n'y a pas de méthode de référence de calcul de pression. Par contre, il en existe
une pour valider le calcul de couple. On calcule le couple instantané en fonction de la
position du chemin. Les valeurs de couple calculées par la pression magnétique tan-
gentielle (tenseur de Maxwell) sont comparées avec le couple calculé par la méthode
des travaux virtuels. Le couple instantané sera calculé par la méthode du tenseur de
Maxwell selon la formule suivante :

C =
∑

f t.R (2.95)

où
∑
f t est la somme des forces tangentielles appliquées sur le rotor et R est le

rayon du rotor. Le tableau 2.4 présente les couples calculés en utilisant la méthode
du tenseur de Maxwell et l'écart relatif avec le couple calculé par la méthode des
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travaux virtuels considérée comme une référence. Au niveau de la force tangentielle
globale (couple), on peut conclure simplement que le chemin doit être proche du
rotor. Ce qui est explicable par le fait que la méthode des travaux virtuels pour
calculer le couple est appliquée sur le rotor.

Position du
chemin

10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90%

Couple
[N.m]

149.9 146.2 148.5 151.7 153.6 153.6 153.6 153.6 153.6

Écart
relatif

-2.4% -4.9% -3.4% -1.3% 0% 0% 0% 0% 0%

Tableau 2.4 � Couple instantané calculé par la méthode du tenseur de Maxwell et
l'écart relatif avec le couple calculé par la méthode de travaux virtuels

Les résultats des calculs de couple et de pression radiale totale se stabilisent
lorsque k≥50%. De même, les courbes de pressions magnétiques radiale et tangen-
tielle sont considérées identiques à partir de k=50%. En comparant le couple calculé
à partir de force tangentielle avec la méthode de travaux virtuels, on a prouvé éga-
lement que la force tangentielle globale est exacte dans cette région.

En conclusion, il n'existe pas une méthode simple pour valider le choix de la
position du chemin. Toutefois, une stabilité des forces globales et locales est établie
lorsque k≥50%. De plus, la validation de la force tangentielle globale dans cette zone
nous amène à choisir une position de chemin du côté rotor de l'entrefer.

Choix du pas de calcul

A chaque pas de calcul 4t, le rotor tourne d'un pas angulaire 4θ et un calcul
de pression magnétique est e�ectué a�n de construire la matrice spatio-temporelle
de pression magnétique. La qualité du résultat et le temps de calcul dépendent
largement du pas de calcul. Pour cela, nous présentons dans cette sous-section une
étude pour trouver le meilleur compromis entre ces deux critères.

Figure 2.36 � N÷uds communs entre la région rotorique tournante et la région
statorique �xe

La machine utilisée est une machine synchrone à rotor bobiné avec 2 paires de
pôles, il su�t alors d'étudier les forces magnétiques sur une période électrique ce qui
est équivalent à une demi période mécanique (rotation de 0° à 180° mécanique). La
�gure 2.36 montre un zoom sur le maillage électromagnétique du modèle au niveau
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de l'entrefer, la courbe en orange relie les n÷uds communs entre la région rotorique
tournante et la région statorique �xe.

Le rotor de la machine tourne alors de sa position initiale à 0° jusqu'à une demi
période mécanique à 180° avec un pas angulaire 4θ (�gure 2.37). Un maillage uni-
forme au niveau de l'entrefer est considéré, la distance angulaire d entre deux n÷uds
successifs dans l'entrefer est alors constante. Une étude présente trois possibilités de
rapport entre 4θ et d et évalue l'e�et de chacun :

1. 4θ aléatoire
2. 4θ = d

3. 4θ = n.d où n est un nombre entier.

Figure 2.37 � Schéma illustrant le pas de calcul

La �gure 2.37 montre une portion de 5 n÷uds en commun dans l'entrefer de
la machine. Les n÷uds de la partie air-rotor et air-stator sont confondues pour
les rotations du rotor d'un pas de 4θ = d et 4θ = n.d , ce qui n'est pas le cas
pour un pas 4θ aléatoire. Théoriquement, un pas 4θ aléatoire peut alors in�uer
sur les résultats du calcul électromagnétique et ensuite vibratoire. La �gure 2.38
montre quatre courbes de réponses en fréquence pour di�érents pas de calcul. Pour
la courbe rouge de référence où 4θ = d, on peut remarquer qu'un pas aléatoire peut
créer du bruit numérique à haute fréquence (courbe bleue) même si ce pas est très
�n (courbe cyan). On peut également voir sur la courbe bleue qu'il y a aussi une
fausse émergence vers 4 kHz, dans la bande de fréquence particulièrement sensible
au niveau acoustique. Cependant, un pas angulaire multiple de d, 4θ = n.d soit la
courbe verte, produit une courbe FRF très proche, voire identique à la courbe de
référence si n est un entier assez petit.

Même si un grand pas de calcul, soit n grand, peut réduire largement le temps de
calcul, il réduit également la fréquence maximale du spectre de l'induction magné-
tiques et par la suite la fréquence maximale de la courbe FRF. Il faut donc choisir
un compromis entre la �nesse du pas et la fréquence maximale. Puisqu'on s'intéresse
dans cette étude aux fréquences audibles, n sera choisi en conséquence. Pour un pas
de calcul �xe, la fréquence maximale calculée sur la courbe de réponse en fréquence
augmente avec la vitesse de rotation. Dans notre cas, on considère que 15 kHz à 3000
tr/m est largement su�sant, la courbe verte de la �gure 2.38, où n=2, est alors un
bon choix. Dans le cas où on s'intéresse à évaluer la réponse en fréquence pour des
hautes fréquences à basse vitesse de rotation, il faut diminuer le pas de calcul.
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Les courbes FRFs présentées sur la �gure 2.38 montrent que le choix du pas
de calcul est important pour un calcul de réponse en fréquence. En fait, un pas
aléatoire, même si il est très �n, génère des pics importants à haute fréquence. Cela
peut générer, ou non, selon la vitesse de rotation de la machine, des pics à basse
fréquence. Un pic important, comme celui de la courbe bleue de la �gure 2.38, qui
n'a pas une explication physique est très gênant. Ce genre de pic peut conduire à
de fausses conclusions.

A�n d'éviter ce genre de problème, on propose de considérer un maillage uniforme
au niveau de l'entrefer et prendre un pas de calcul cohérent avec ce maillage.
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Figure 2.38 � Courbes de réponse en fréquence pour 4 pas de calcul di�érents

Pression magnétique radiale

Après avoir choisi la position du chemin de calcul et le nombre de pas de calcul,
on peut calculer les pressions magnétiques spatio-temporelles. La �gure 2.39 présente
la pression magnétique radiale spatio-temporelle entre les angle 0° et 90°, pour une
période électrique de la machine étudiée (équation 2.72). On peut localiser facilement
sur la �gure 2.39 spatialement 12 dents statoriques et temporellement deux passages
de pôle rotorique.
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Figure 2.39 � Pression magnétique radiale spatio-temporelle appliquée sur le stator
de la machine utilisée
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L'analyse bi-dimensionnelle du contenu spectral en amplitude du signal de la
�gure 2.39 est présentée sur la �gure 2.40, c'est à dire la grandeur σr,t(θ, t) de l'équa-
tion 2.73. Ce graphique présente le lien entre les périodicités spatiale et temporelle.
Chaque tache de couleur représente un harmonique d'intensité croissante selon la
graduation de couleur en dB de N/mm² (dB de MPa) à laquelle sont associées les
valeur d'ordre spatial et temporel respectivement : m et n.

Les diagonales représentent les modulations entre indices de temps et d'espace.
Nous retrouvons facilement dans ce graphique l'in�uence de la denture statorique
avec le nombre de dents du stator (Zs = 48) via l'harmonique {m=48, n=0} et du
nombre de pôles 2p=4 via l'harmonique {m=4, n=4}.
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Figure 2.40 � Amplitude de la transformation de Fourier bi-dimentionnelle de la
pression magnétique radiale appliquée sur le stator en dB (N/mm²)

Pression magnétique tangentielle

Les e�orts tangentiels sont souvent négligés dans l'état de l'art [YAN81, BES09,
SAI01]. Les auteurs considèrent que seules les vibrations radiales génèrent du bruit.
Nous allons évaluer l'hypothèse de négliger l'e�et des e�orts tangentiels en détails
dans le chapitre suivant. Pour l'instant, on ne néglige pas les e�orts tangentiels dans
le calcul vibratoire de la machine.

0

T/4

T/2

3T/4

T

0
15

30
45

60
75

90
−0.2

0

0.2

0.4

Période électriquePosition angulaire (°)

P
re

ss
io

n 
m

ag
né

tiq
ue

 (
N

/m
m

²)

Figure 2.41 � Pression magnétique tangentielle spatio-temporelle appliquée sur le
stator de la machine utilisée

La �gure 2.41 présente le graphe spatio-temporel de la pression magnétique tan-
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gentielle appliquée sur le quart du stator pour une période électrique. Il est clair que
la pression magnétique tangentielle est concentrée au niveau des bords des dents
statoriques.

La transformée de Fourier de ce graphe (�gure 2.41) est également présentée
sur la �gure 2.42. Les comportements harmoniques tangentiels sont sensiblement
les mêmes que ceux des harmoniques radiales. Mais cela ne permet pas encore de
conclure sur les importances relatives des pressions radiale et tangentielle. Il serait
intéressant d'étudier les résultats vibratoires avec sources de pressions radiale et
tangentielle dissociées.
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Figure 2.42 � Amplitude de la transformation de Fourier bi-dimentionnelle de la
pression magnétique tangentielle appliquée sur un quart du stator pour une période
électrique en dB (N/mm²)

2.6.4 Projection des pressions magnétiques sur le maillage

mécanique

En utilisant l'outil de projection implémenté dans Matlab déjà mentionné dans
le paragraphe 2.5, les pressions magnétiques radiale et tangentielle (�gures 2.39 et
2.41) sont projetées sur le maillage mécanique (�gure 2.29) pour obtenir les forces
magnétiques présentées sur les �gure 2.43 et 2.44. Le calcul des pressions magné-
tiques est fait sur 1/4 de la machine. La périodicité est alors utilisée pour charger
le maillage mécanique complet. Les forces appliquées sur les n÷uds mécaniques de
même position angulaire sont considérés identiques.

Une évaluation quantitative de cette projection en utilisant l'équation 2.93 nous
donne une erreur de 1.4% et 0.6% pour les e�orts radiaux et tangentiels respec-
tivement. En tenant compte de la di�érence de discrétisation des deux maillages
mécanique et électromagnétique, cette erreur est considérée acceptable si la répar-
tition locale des forces est respectée.

Qualitativement, les graphes spatio-temporels des pressions magnétiques (radiale
et tangentielle) calculées sur le maillage électromagnétique et ceux projetés sur le
maillage mécanique sont comparés. Nous observons la même allure entre les graphes
des e�orts radiaux et tangentiels, ce qui valide notre outil de projection.

Un calcul vibratoire peut alors être e�ectué sur le modèle mécanique chargé par
les e�orts électromagnétiques radiaux et tangentiels.
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Figure 2.43 � Forces magnétiques radiales appliquées sur le maillage mécanique du
stator de la machine utilisée

0

T/4

T/4

3T/4

0
15

30
45

60
75

90

−2

0

2

4

6

8

Période électrique
Position angulaire (°)

F
or

ce
 m

ag
né

itq
ue

 (
N

)

Figure 2.44 � Forces magnétiques tangentielles appliquées sur le maillage méca-
nique du stator de la machine utilisée

2.6.5 Comportements vibratoires du stator chargé

Le modèle mécanique est maintenant chargé par les forces radiales et tangen-
tielles, en vu de l'analyse vibratoire. Il existe une in�nité de points de fonctionne-
ment (couple/vitesse) de la machine. A titre d'exemple, on détaille un seul point de
fonctionnement à 3000 tr/mn déjà présenté précédemment. Ce point de fonction-
nement n'est pas su�sant pour rendre compte de l'espace de fonctionnement, une
montée en vitesse sera donc présentée sous la forme d'un spectrogramme.

Un spectrogramme est un outil pour présenter des signaux non-stationnaires en
fonction du temps et de la fréquence. Dans notre cas, on voulait présenter les signaux
vibratoires en fonction de la vitesse de rotation qui varie en fonction du temps et de
la fréquence.

Calcul vibratoire pour un point de fonctionnement à 3000 tr/mn

Un calcul de réponse en fréquence est fait sur le maillage mécanique chargé par
les e�orts radiaux et tangentiels. Le calcul électromagnétique a été sur le chemin
�ctif situé au milieu de l'entrefer, avec 300 pas de calcul sur une période électrique,
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avec alimentation sinusoïdale pure au courant statorique et courant continu au rotor.
La �gure 2.45 présente la courbe de vibration radiale calculée sur un point situé sur
le rayon extérieur du stator. Ce point d'observation a été choisi après quelques essais
pour qu'il soit représentatif. Trois pics apparaissent sur la courbe de la �gure 2.45.
Le premier vers 5 kHz est de 18 dB correspond à la fréquence de résonance du mode
(4,0) du stator. Le deuxième vers 6.2 kHz est de 8 dB, il correspond à la fréquence
du mode (0,0) du stator. Le troisième pic à 11 kHz correspond à un mode de dents.

Le maximum d'amplitude vibratoire est obtenue lorsque la fréquence de l'har-
monique correspondra avec la fréquence du mode propre possédant la même forme
spatial : il y a coïncidence spatio-fréquentielle entre e�orts magnétiques et compor-
tement vibratoire de la structure.

Notre étude est orientée sur la vibro-acoustique du moteur. Pour cela, dans la
suite, nous nous intéressons aux courbes de vibrations radiales. On présente égale-
ment dans la �gure 2.46 la courbe de vibration tangentielle. Cette vibration, même
si elle n'est pas une source acoustique directe, peut provoquer des problèmes vibra-
toires sur la machine. Une étude de vibration tangentielle pourrait être intéressante
pour des problèmes mécaniques liés à la fatigue. Dans un modèle d'un groupe moto-
propulseur complet, une vibration tangentielle sur le stator pourrait faire rayonner
une autre pièce (carter, �asque ...) et générer des bruits solidiens.

A partir de la courbe de vibration tangentielle de la �gure 2.46, on peut lo-
caliser un pic important vers 1.2 kHz. Si une pièce du groupe motopropulseur a
une fréquence propre proche de 1.2 kHz alors ce pic peut être un soucis pour le
comportement acoustique de cette pièce.
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Figure 2.45 � Accélération radiale calculée sur un point aléatoire situé sur le rayon
extérieur du stator
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Figure 2.46 � Accélération tangentielle calculée sur un point aléatoire situé sur le
rayon extérieur du stator
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Calcul vibratoire pour une montée en vitesse

On s'intéresse maintenant à calculer le spectrogramme de vibration radiale pour
plusieurs vitesses de rotation. La �gure 2.47 montre deux montées en vitesse propo-
sées par le fournisseur. La première a un couple constant jusqu'à 2500 tr/mn ensuite
une puissance constante. La deuxième a un couple constant sur toute la plage de
vitesse. A�n de valider notre modèle multi-physique de la machine utilisée, on com-
pare le spectrogramme calculé par notre modèle simpli�é à un spectrogramme de
mesures expérimentales et à un spectrogramme calculé sur un modèle de groupe
motopropulseur complet. Cette comparaison est faite sur une montée en vitesse à
puissance constante (courbe bleu de la �gure 2.47).

Figure 2.47 � Deux montées en vitesse possibles

La �gure 2.48 présente trois spectrogrammes de vibrations pour une montée en
vitesse. Un spectrogramme est utilisé pour présenter l'évolution du spectre vibratoire
(comme par exemple sur la �gure 2.45) en fonction de la vitesse du moteur (en
tr/mn).

Le calcul réalisé sur notre modèle simpli�é et sur le modèle du groupe motopro-
pulseur considère un courant statorique sinusoïdal pur et courant rotorique purement
continu. Cependant, le spectrogramme mesuré est obtenue avec un courant obtenu
à partir de tensions continues découpées. On peut remarquer alors des raies à 5
kHz qui correspondent à la fréquence de hachage. Les modes propres principalement
excités dans les trois spectrogrammes sont les modes de forme (4,0) et (0,0). Ces
modes interviennent respectivement à 4200 Hz et 5200 Hz sur le spectrogramme
mesuré, à 4400 Hz et 5200 Hz sur le spectrogramme calculé sur le modèle du groupe
motopropulseur et à 5000 Hz et 6200 Hz sur notre spectrogramme. Ce décalage peut
être expliqué par la simpli�cation de modélisation du bobinage dans notre modèle
et par l'e�et des conditions aux limites. En fait, notre modèle simpli�é est un stator
en libre-libre. Dans le modèle du groupe motopropulseur, les liaisons entre les dif-
férentes pièces sont plus complexes. En plus, dans notre modèle simpli�é le stator
seul est modélisé, il est possible alors de rater les résonances mécaniques des autres
pièces associées comme le rotor ou les �asques.

Dans les spectrogrammes de la �gure 2.48, on observe les raies vibratoires ayant
toujours des fréquences multiples de 2× p× fréquencemécanique, où p est le nombre
de paire de pôles. En comparant ces raies vibratoires dans les trois spectrogrammes,
on observe que la raie 8 est excitée fortement à partir de 4000 tr/min, la raie 44
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Figure 2.48 � Spectrogramme mesuré (haut), calculé sur le modèle du groupe
motopropulseur électrique complet (milieu), et calculé sur le modèle simpli�é (bas)
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est excitée principalement par le mode (4,0) et la raie 48 par le mode (0,0). Cette
observation est valable pour les trois spectrogrammes.

Dans cette thèse, on cherche le modèle le plus simple possible tout en s'assurant
de ne pas perdre de phénomènes principaux. Notre modèle simpli�é présente la
même tendance générale que le modèle du groupe motopropulseur complet et les
mesures expérimentales. Notre modèle est alors validé et prêt à utiliser pour réaliser
des études.

Notre étude est orientée vibro-acoustique. Même si les fréquences inférieures
à 7 kHz sont les plus importantes au niveau acoustique pour des raisons physio-
acoustiques, il est intéressant d'observer les fréquences jusqu'à 20 kHz qui est la
limite maximale de la bande audible humaine. La �gure 2.49 présente le spectro-
gramme associé. On peut observer deux modes propres supplémentaires excitant la
structure vers 8 et 11 kHz. La déformation modale de ces deux modes est localisée
au niveau des dents statoriques. On peut noter que leur amplitude est plus faible
que celle des modes (4,0) et (0,0). On n'observe aucun phénomène important au
delà de 12 kHz.
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Figure 2.49 � Spectrogramme de vibration en dB (m/s²) calculé sur le stator chargé
par les pression magnétiques radiale et tangentielle

2.7 Conclusion

Nous avons présentés dans ce chapitre les intérêts et l'utilité d'un modèle multi-
physique pertinent (électromagnétique-vibratoire) d'une machine électrique. Ce mo-
dèle présente un gain important en temps de calcul par rapport à un modèle complet
du groupe motopropulseur, tout en gardant des résultats acceptables. Ce modèle sert
à calculer les comportements vibratoires d'origine électromagnétique d'une machine
électrique. Le modèle 2D électromagnétique et le modèle 3D mécanique vibratoire
de la machine sont maillés avec une discrétisation di�érente, ce qui nécessite un
transfert de champ via l'outil de couplage implémenté dans Matlab. Cet outil sert
à projeter les pressions magnétiques calculées par le maillage électromagnétique sur
le maillage mécanique.
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Dans ce chapitre, quelques études sur la méthode de calculs de pressions magné-
tique et ses limites (position du chemin de calcul, bruit numérique et pas de calcul
...) sont présentées. Une ré�exion sur la modélisation mécanique est également faite,
et quelques choix de modélisation (prise en compte des bobinages, convergence du
maillage) sont pris et justi�és.

L'outil de couplage et le modèle multi-physique sont considérés valides grâce
aux comparaisons avec un modèle éléments �nis du groupe motopropulseur complet
et des mesures expérimentales. Cet outil est donc valable pour d'autres modèles
de machines électriques, à condition que la machine soit non vrillée. Cet outil de
modélisation multi-physique de machine électrique va permettre de nouvelles études
spéci�ques, notamment l'application d'une méthode d'optimisation sur des critères
vibratoires (donc harmoniques) malgré la lourdeur du modèle.
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Chapitre 3

Études spéci�ques et optimisation de
la machine grâce à l'outil de
couplage multiphysique

3.1 Introduction

L'outil présenté dans le premier chapitre est ici utilisé pour étudier les comporte-
ments vibratoires d'origine électromagnétique d'une machine électrique. Cependant,
ce nouvel outil n'est encore maitrisé au niveau des avantages et des inconvénients. Il
est ainsi possible d'étudier l'impact vibratoire des chargements radiaux et tangen-
tiels, contrairement à un calcul analytique. De plus, l'étude de l'impact de la MLI
(modulation de largueur d'impulsion) sur un modèle éléments �nis (EF) n'est pas
évident. Dans un contexte de conception, on cherche également à optimiser notre
machine. Une optimisation est généralement une étude lourde, surtout sur un mo-
dèle EF. Dans ce chapitre, on pose la question de la faisabilité de ces études sur un
modèle EF avec l'outil de couplage.

Dans ce contexte, nous présentons, tout d'abord, quelques études spéci�ques
de la machine déjà présentée dans le chapitre précedent. Nous évaluons les e�ets de
négliger la pression magnétique tangentielle dans le calcul vibro-acoustique. Ensuite,
nous présentons et discutons un spectrogramme vibratoire de la machine en évaluant
les e�ets vibratoires de la fréquence de découpage du courant rotorique.

Ensuite, une optimisation est faite également sur la machine étudiée. Un état
de l'art des méthodes d'optimisation est présenté, pour ensuite choisir une méthode
adaptée à notre modèle multi-physique. Une méthode d'optimisation rapide et �able
est choisie et présentée. Cette méthode utilise une surface de réponse adaptative.

Nous allons utiliser le modèle multiphysique numérique simpli�é présenté dans
cette thèse. Cependant, pour réaliser une optimisation il reste toujours l'inconve-
nient du temps de calcul. De nombreux calculs EF électromagnétiques sont néces-
saires pour faire une optimisation. Finalement, des applications de cette méthode
d'optimisation liée à l'outil de couplage sont présentées.
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3.2 Etudes spéci�ques

3.2.1 E�et des pressions magnétiques tangentielles sur la vi-

bration radiale de la machine

La plupart des publications dans le domaine électromagnétique-vibratoire né-
gligent les e�ets des pressions tangentielles sur la vibration radiale de la machine
[GIE06]. Les études analytiques [ISL10, LEB10] et numériques [LO00, BOE08] se
concentrent sur les forces radiales comme source acoustique dans les machines élec-
triques. Dans [GAR99], les auteurs a�rment que les forces tangentielles ont des
e�ets non négligeables, mais ils n'évoquent que des grandes machines de diamètre
0.75-0.95m. On peut se poser la question de la validité de ces conclusions pour des
machines de plus petit diamètre comme la notre. Dans cette partie, nous évaluons
les e�ets des e�orts tangentiels.

E�ets des forces tangentielles dans un calcul statique

Nous considérons le modèle du stator de la �gure 3.1. Une pré-étude statique est
alors réalisée sur ce modèle a�n de regarder l'in�uence d'un chargement tangentiel
sur le déplacement radial. Comme ce calcul est statique, nous sommes obligés d'im-
poser des conditions aux limites. Nous choisissons alors d'imposer des conditions aux
limites sur deux lignes situées sur la face extérieure du stator (marques en bleu).
Ces deux lignes sont considérées encastrées.

Figure 3.1 � Modèle statorique pour l'étude de l'e�et de la pression tangentielle
sur l'accélération radiale du stator

A�n d'évaluer les e�ets des forces radiales et tangentielles sur le déplacement de
la surface extérieure du stator, on applique un chargement de force sur une ligne
située au milieu d'une dent statorique (�èches jaunes) et on mesure les déplacements
radiaux sur deux points décalés de 45° situés sur la surface extérieure du stator.

A�n d'appliquer des chargements réalistes, on considère une force moyenne, ra-
diale ou tangentielle, sur une dent. Un chargement radial réaliste donne un dépla-
cement radial de 1 × 10−3mm sur le point 1 et de 1.94 × 10−4mm sur le point 2.
Cependant, un chargement tangentiel réaliste, comme sur la �gure 3.2, donne un
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déplacement radial de 5.4× 10−9mm sur le point 1 et de 1.9× 10−4mm sur le point
2. On remarque que l'amplitude du déplacement d'un point (le point 2) situé sur
la surface extérieure du stator est presque le même pour un chargement radial ou
tangentiel réaliste sur une dent décalée de 45° du point d'observation.

Cette simple étude statique nous conduit à ne pas négliger la pression magnétique
tangentielle dans les calculs vibratoires mais n'est pas su�sante car les excitations
réelles sont dynamiques.

Figure 3.2 � Calcul statique sur le modèle du stator avec un chargement tangentiel
réaliste sur une dent statorique

E�ets de forces tangentielles dans un calcul dynamique

A�n de bien comprendre, dans des conditions réalistes, l'e�et des chargements
tangentiels, nous réalisons des calculs dynamiques sur le modèle du stator avec
chargement radial seul, puis tangentiel seul, et en�n en considérant les deux. La �-
gure 3.3 nous montre les spectrogrammes calculés sur le stator pour un chargement
complet, radial et tangentiel. Les raies à basses fréquences (moins de 4 kHz) sont
excitées par le chargement radial et apparaissent dans le spectrogramme de charge-
ment complet. C'est particuliérement remarquable pour les harmoniques 8 et 24 qui
sont fortement excitées par le chargement radial. A haute fréquence, après 16 kHz,
le spectrogramme de chargement tangentiel montre des amplitudes négligeables. On
peut remarquer également que dans le spectrogramme avec chargement tangentiel,
les amplitudes importantes sont obtenues lors de phase de résonance. Autrement
dit, on ne trouve pas dans le spectrogramme avec chargement tangentiel de raies
vibratoires importantes sans phénomène de résonance.

Le mode de la forme (4,0) à 5 kHz apparait dans les trois spectrogrammes,
même s'il est plus faible pour le chargement tangentiel. Cependant, le mode de la
forme (0,0) à 6.2 kHz n'est pas excitable par un chargement tangentiel. Cela peut
s'expliquer par la forme de chaque mode. En fait, le mode de la forme (4,0) est
facilement excité par les forces radiales, ce phénomène est moins important lorqu'il
est excité par les forces tangentielles. Et le mode respiration de la forme (0,0) n'est
pas excitable par les forces tangentielles.

En conclusion, on peut classer les modes propres en des modes d'origine radiales
pures (mode (0,0) à 6.2 kHz), tangentielles pures (mode à 11 kHz) ou bien radiales
et tangentielles à la fois (mode (4,0) à 5 kHz).
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Figure 3.3 � Spectrogrammes de vibration en dB (m/s²) du stator avec chargement
complet, radial et tangentiel
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L'étude des modes propres faite dans le chapitre précedent était limité à 7 kHz. Le
spectrogramme de chargement tangentiel de la �gure 3.3 montre des phénomènes de
résonance à des fréquences supérieures à 7 kHz. En théorie, un chargement tangentiel
peut exciter facilement un mode de dents à ces fréquences. En calculant les modes
propres à ces fréquences supérieures, on ne trouve, à partir de 8 kHz, que des modes
de dentures. Par exemple, la �gure 3.4 montre le mode propre à 11 kHz, c'est un
mode de denture de la forme (4,1) car seules les dents bougent, ce qui nous conforte
dans cette hypothèse.

Toutefois, il existe des modes excités par chargement radial, ou tangentiel, mais
n'apparaissent pas dans le spectrogramme de chargement complet, comme le mode
radial à 12.5 kHz. Il est possible qu'un phénomène de compensation se soit produit
lors d'un chargement complet.

Figure 3.4 � Mode propre du stator à 11 kHz

3.2.2 Harmoniques vibratoires d'origine électronique

Les courants alimentant notre machine électrique (�gure 3.5) sont obtenus à
partir de tensions continues découpées, la plupart du temps selon une technique de
MLI (Modulation de Largeur d'Impulsion). Par conséquent, ces courants, qui sont
une image �ltrée des tensions utilisées, possèdent en partie les mêmes composantes
harmoniques.

Il existe di�érentes méthodes de réalisation de signaux MLI. La MLI calculée est
généralement réservée aux fortes puissances. Dans les autres cas, une modulation in-
tersective ou vectorielle est utilisée. L'objectif de dé�nir précisément un fondamental
d'amplitude et fréquence voulues étant le même, on peut légitimement se demander
quelles sont les di�érences essentielles entre ces méthodes. La réalisation de l'im-
plantation sera di�érente : on peut privilégier l'analogique pour la MLI intersective
et plutôt numérique pour la MLI vectorielle. La MLI intersective agit au niveau des
3 phases alors que la vectorielle agit sur les composantes d'un vecteur tension. C'est
particulièrement pratique pour l'automaticien qui réalise sa régulation à partir de
modèle en composantes directe et quadrature.

Plusieurs études analytiques ont été faites sur les alimentations statoriques d'une
machine asynchrone [BUL04, LEB13]. On se pose la question de la faisabilité d'une
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étude qui prend en compte les harmoniques de hachage dans un modèle éléments
�nis.

Comme beaucoup d'études ont déjà été réalisées sur les harmoniques issue de l'on-
duleur (coté stator), on propose alors d'étudier les harmoniques de hachage dans le
courant rotorique. Nous présentons l'e�et du découpage des tensions d'alimentation
sur la signature vibratoire, et ensuite nous fournissons quelques règles de conception.

Figure 3.5 � Schéma d'alimentation d'une machine synchrone à rotor bobiné

Harmonique de hachage rotor

Dans notre cas, la machine est à rotor bobiné, l'excitation rotorique est donc pro-
duite à partir d'un courant continu obtenu grâce au hachage d'une tension constante.
Le hachage peut être vu comme une MLI possédant une modulante continument va-
riable par modi�cation du rapport cyclique.

Nous allons détailler ce processus de passage de tension en courant par un ha-
cheur. Le contenu harmonique de la tension sera composé de raies de hachage de
fréquence fh :

fh = kfh (3.1)

avec fh la fréquence de hachage (fréquence de la porteuse) et k un entier.

Figure 3.6 � Spectre de courant rotorique issu d'un hachage

Le spectre de courant est identique, au �ltrage haute fréquence (passe bas) près,
au spectre de sa tension associée. On présente donc à la �gure 3.6 un spectre du
courant rotorique mesuré illustrant les explications précédentes. On remarque la
fréquence de hachage à 5 kHz et ses multiples. De plus, on peut retrouver des raies
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issues des harmoniques présentes au stator par le jeu des réactions magnétiques
induit-inducteur, comme les modulations autour de 10 kHz et 20 kHz.

On observe ensuite grâce au spectrogramme de courant présenté à la �gure 3.7
que la fréquence des harmoniques de hachage est �xe avec le régime. On retrouve
encore une fois les éventails d'harmoniques dus au découpage de la tension statorique
à cause des réactions magnétiques induit-inducteur.

Figure 3.7 � Spectrogramme de courant rotorique issu d'un hachage

A�n de déterminer comment vont se comporter les harmoniques de hachage de
courant dans le domaine vibratoire, on réalise un développement analytique en dé-
terminant une expression simpli�ée de l'induction d'entrefer d'origine rotorique pour
�nalement se ramener à une expression porteuse d'informations sur les fréquences
des e�orts magnétiques d'entrefer.

On suppose un développement au premier harmonique des grandeurs magné-
tiques tout en ajoutant un harmonique de courant de hachage. Ainsi, en utilisant
l'expression de l'induction rotorique, on peut écrire l'induction magnétique radiale
simpli�ée crée par le rotor Br suivant l'équation suivante :

Br = B0cos(pθ − ωt) +Bhcos [pθ − (ω ± ωh)t] (3.2)

avec ωh la pulsation de hachage, p le nombre de paire de pôles, B0 l'amplitude de
l'induction crée par un courant constant rotorique dans l'entrefer et Bh l'amplitude
de l'induction crée par le courant de hachage dans l'entrefer.

L'induction rotorique dans l'entrefer évolue en fonction du temps par rotation
du rotor à la vitesse ωméca. Cela se traduit par une pulsation pωméca = ω, soit
la pulsation de synchronisme dans l'induction rotorique. En calculant le carré de
l'induction (toujours proportionnelle à une grandeur près à la pression magnétique
d'entrefer) et en supprimant les termes constants, on obtient :

B2
r =

B2
0

2
cos(2pθ−2ωt)+

B2
h

2
cos [2pθ − 2(ω ± ωh)t]+B0Bh {cos [2pθ − (2ω ± ωh)t] + cos(±ωht)}

(3.3)

81



Comme a priori B0Bh >
B2

h

2
, les termes harmoniques intéressants dans cette

étude se situent donc dans le dernier terme de l'équation précédente. On retrouve
après simpli�cation les harmoniques spatio-temporels de pression magnétique ω′ :{

ω′ = 2ω ± ωh = 2pωmeca ± ωh m = 2p

ω′ = ωh m = 0
(3.4)

Les fréquences de hachage rotorique, qui se retrouveront dans les spectres vibra-
toires, sont donc : la fréquence de hachage (avec un ordre spatial 0 associé), ainsi que
sa modulation à 2p fois la fréquence de rotation mécanique (avec un ordre spatial 4
associé).

On pourra aussi retrouver, de façon beaucoup plus faible (deuxième terme de
l'équation 3.3) en B2

h, des harmoniques vibratoires dues au hachages sous forme de
modulation entre la pulsation de synchronisme et la pulsation des harmoniques de
hachages (ω ± ωh).
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Figure 3.8 � Spectres de réponse en fréquence du modèle étudié selon le type de
courant rotorique

Pour véri�er l'e�et de ces harmoniques numériquement, on injecte un harmonique
de 2 kHz puis 5 kHz dans le courant rotorique. L'amplitude de l'harmonique injectée
varie entre 1% et 5%. La �gure 3.8 présente les courbes d'accélération du stator
selon le type de courant rotorique. On remarque que l'harmonique de courant à 5
kHz excite signi�cativement les modes (4,0) et (0,0) qui sont vers 5 et 6 kHz. L'écart
peut atteindre 15 dB pour 5% d'amplitude de l'harmonique à 5 kHz. Concernant
l'harmonique de courant à 2 kHz, on trouve que l'écart vibratoire est faible voire
négligeable.

Si on a le choix de la fréquence de hachage, il est recommandé de choisir une
fréquence de hachage qui ne soit pas proche d'une fréquence propre d'un mode de
la forme 2p ou 0.
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3.3 Optimisation de la machine sur les critères de
couple et de pression magnétique

L'amélioration d'un design par optimisation est bien souvent un objectif majeur.
Cependant, même avec les simpli�cations faites en modélisation, le modèle multi-
physique numérique reste lourd pour appliquer un algorithme d'optimisation. De
plus, le comportement vibro-acoustique ne dépend pas d'un critère simple mais d'une
multitude d'harmoniques. On se pose la question de la méthode d'optimisation (quel
critère choisir) sous ces conditions.

On présente une introduction sur l'optimisation pour les machines électriques,
ensuite on propose d'utiliser une méthode d'optimisation basée sur une surface de ré-
ponse dynamique. Une application est faite, en optimisant la machine sur des critères
de couple (qualité et niveau) et sur des critères inhabituels comme les harmoniques
de pression magnétique.

3.3.1 Généralité sur l'optimisation

La conception des machines électriques exige à la fois un modèle qui, satisfait au
mieux les besoins fonctionnels, et en même temps, répond à des critères économique
et mécanique.

Plusieurs problèmes de conception peuvent être pris en compte en optimisant
une machine électrique :

� minimiser le couple réluctant,
� minimiser les pertes de joules,
� maximiser le couple moyen,
� etc.

Ce critère (à maximiser ou minimiser) est une grandeur scalaire signi�cative de
l'objectif à atteindre. Il peut être une grandeur fondamentale du dispositif étudié
(un couple, une force ...) ou une combinaison de plusieurs calculs sur des grandeurs
variant à la fois dans l'espace et le temps, comme par exemple l'induction magnétique
dans l'entrefer en fonction de la position du rotor et de l'alimentation électrique.

L'optimisation consiste à trouver la meilleure performance d'un dispositif dans
laquelle interviennent :

� les paramètres structurels : nombre de dents, types des encoches ...
� les paramètres dimensionnels : dimension de l'entrefer, ouverture d'encoches
...

� les paramètres physiques : propriétés de matériaux, type de courant ...
En considérant la complexité des phénomènes qui apparaissent seuls ou conjugués
(saturation magnétique, courant de Foucault, les couplages multi-physiques, ...),
la recherche de la meilleure performance devient un problème di�cile. En plus,
il faut toujours prendre en compte le respect de quelques contraintes portant sur
la faisabilité due aux tolérances de fabrication : dimension minimale de l'entrefer,
l'ouverture d'encoche ...

Pour cela, cette optimisation nécessite l'utilisation de procédure puissante com-
binant simulation numérique et outil d'optimisation.

En général, on peut dé�nir un problème d'optimisation comme présenté par la
suite :

Minimiser :

f(x) = f(x1, x2, · · · , xn) (3.5)
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x = {x1, x2, · · · , xn} ∈ Rn

En respectant :

Gi(x) = 0

Hj(x) ≤ 0 (3.6)

xmink ≤ xk ≤ xmaxk

Où :
� f(x) est le critère à minimiser (la fonction objectif)
� le vecteur x est constitué de n variables qui représentent les paramètres du
problème

� G(x) représente les contraintes d'égalité
� H(x) représente les contraintes d'inégalité
� les valeurs xmink et xmaxk représentent les contraintes du domaine

Figure 3.9 � Exemple d'un domaine admissible pour un problème d'optimisation
à deux paramètres

Selon les contraintes imposées sur les paramètres de conception, on peut dé�nir
le domaine admissible de ces variables comme nous montre la �gure 3.9.

Une fonction objectif peut avoir plusieurs minima locaux. Le plus petit de ces
minima est le minimum global (�gure 3.10).

Dans les cas où le problème d'optimisation consiste à trouver le maximum d'une
fonction objectif, il su�t de minimiser l'inverse de la fonction objectif à maximiser
(équation 3.7).

q(x) = −f(x) (3.7)

Pour faciliter la comparaison de variables de conception, il est recommandé de
les normaliser dans un nouvel intervalle.

xj =
xj,r − xminj,r

xmaxj,r − xminj,r

(3.8)

où xj est la nouvelle variable, xj,r est la variable réelle, xminj,r et xmaxj,r sont respec-
tivement les bornes inférieure et supérieure.
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Figure 3.10 � Minima locaux et minimum global d'un exemple d'une fonction
objective

3.3.2 Optimisation multi-objectif

Les problèmes d'optimisation peuvent être soumis à plusieurs fonctions objectifs
en même temps. Il s'agit d'un problème multi-objectif :

Minimiser :

F (x) = {f1(x), f2(x), ...fq(x)} (3.9)

x = {x1, x2, · · · , xn} ∈ Rn

En respectant :

Gi(x) = 0

Hj(x) ≤ 0 (3.10)

xmink ≤ xk ≤ xmaxk

Dans ce type de problème, il n'existe pas de solution unique. L'importance de
chaque fonction objectif n'est pas évidente a priori, pour cela on applique le concept
de non infériorité ou optimalité de Pareto. Une solution est dite non inférieure si
une amélioration d'un objectif entraine nécessairement une dégradation d'un autre.

Figure 3.11 � Frontière de Pareto
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La �gure 3.11 présente la frontière de Pareto, les points qui se trouvent sur la
courbe en rouge sont toutes des solutions au sens de Pareto, car toute amélioration
d'un objectif se fait au détriment d'un autre.

On cite la méthode de sommation pondérée, cette méthode consiste à transformer
un problème multi-objectif en plusieurs problèmes objectif. La résolution est faite par
une méthode d'optimisation standard. Une autre méthode, celle du but à atteindre
(Goal Attainment Method) [GEM74], demande des informations supplémentaires
sur les résultats souhaitables de chaque fonction objectif.

3.3.3 Méthodes d'optimisation avec ou sans contraintes

Optimisation sans contrainte

Un problème d'optimisation est dit non contraint s'il ne contient pas de fonctions
contraintes. Il existe deux familles principales pour résoudre ce problème.

Méthodes d'optimisation déterministes : Généralement les méthodes d'opti-
misation déterministes conduisent à la même solution �nale en partant d'un contexte
initial donné, elles nécessitent relativement peu d'évaluations de la fonction objectif,
mais elles peuvent se bloquer sur un optimum local. Elles peuvent être unidimension-
nelles ou multidimensionnelles selon la dimension de la fonction objectif à optimiser.

1. Les méthodes déterministes unidimensionnelles sont utilisées dans l'optimisa-
tion de fonctions à un seul paramètre. Elles sont basées sur le principe de
réduction successive de l'intervalle de recherche sur la fonction objectif pour
trouver l'optimum. Parmi ces méthodes, on cite la méthode de Dichotomie
[CUL94], la méthode du nombre d'Or [CUL94, PRE92] et la méthode de Brent
[BRE73, PRE92].

2. Pour les problèmes d'optimisation à plusieurs paramètres, on utilise les mé-
thodes déterministes multidimensionnelles. Elles sont classées selon l'informa-
tion sur la fonction qu'elles utilisent (ordre 0 si elles n'utilisent que la valeur
de la fonction, ordre 1 si elles nécessitent en plus le gradient de la fonction).

� Les méthodes d'ordre 0 sont peu précises et convergent très lentement vers
l'optimum [KOW68]. Par contre, il n'est pas nécessaire de calculer le gradient,
ce qui présente un avantage, surtout lorsque la fonction objectif n'est pas di�é-
rentiable, ou lorsque le calcul de son gradient est complexe ou présente un coût
important. Les méthodes d'ordre 1 sont applicables lorsque la fonction objectif
est continument di�érentiable, elles sont plus rapides (le gradient donne une
information sur la direction de recherche de solution).

� Les méthodes déterministes multidimensionnelles peuvent être divisées en deux
groupes : les méthodes analytiques (ou descentes) et les méthodes heuris-
tiques (ou géométriques). Les méthodes analytiques utilisent le gradient pour
connaître la direction de recherche. La plupart de ces méthodes sont d'ordre
1 et exécutent successivement des recherches linéaires en faisant appel à une
méthode unidimensionnelle [PRE92]. On cite la méthode de la plus grande
pente [CUL94], la méthode de Powel [POW65], les méthodes quazi-Newton
[CUL94, FLE87, PRE92] et la méthode du gradient conjugué [CUL94]. Les
méthodes heuristiques explorent le domaine par essais successifs en recherchant
les directions les plus favorables. La plupart de ces méthodes sont d'ordre 0.
On cite la méthode de variations locales de Hook et Jeeves [CHE99], la mé-
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thode de Rosenbrock [RAO96], la méthode du Simplex [NEL65] et la méthode
de Rosenbrock [RAO96].

Méthodes d'optimisation stochastiques : Les méthodes d'optimisation sto-
chastique s'appuient sur des bases probabilistes et aléatoires. Elles peuvent alors
conduire à des résultats di�érents en partant du même contexte initial.

Ces méthodes ne nécessitent pas un point de départ (mais une population de dé-
part dé�nie aléatoirement), ni des informations sur le gradient. Elles possèdent une
grande capacité pour trouver l'optimum global. Parmi les méthodes stochastiques,
nous citons la recherche Tabu [GLO89, GLO90, HU92], le recuit simulé [KIR83] et
les méthodes évolutionnistes comme l'algorithmes génétiques [HOL75, MIC94], les
stratégies d'évolution [KAS95, PRE90, REC94], la programmation évolutionniste
[FOG94] et la programmation génétique [KOZ92]. Il est possible d'utiliser un algo-
rithme stochastique pour localiser l'optimum global et ensuite utiliser un algorithme
déterministe pour a�ner la recherche [MOH97].

Optimisation sous Contrainte

Un problème d'optimisation est dit contrainte s'il contient au moins une fonction
de contraint dans sa description (�gure 3.9). Il existe deux familles principales pour
résoudre ce problème : les méthodes directes et les méthodes indirectes.

Méthodes directes : Les méthodes directes travaillent directement sur le pro-
blème contraint original (équation 3.5, 3.6) en résolvant les équations de Kuhn-
Tucker associées. Les équations de Kuhn-Tucker sont à la base de plusieurs méthodes
directes. Parmi ces méthodes, on cite la méthode de programmation quadratique ré-
cursive [FLE87].

Méthodes indirectes : Les méthodes indirectes utilisent une transformation qui
intègre les contraintes dans la fonction objectif. Ensuite, elles appliquent un algo-
rithme classique d'optimisation sans contrainte pour résoudre le problème créé.

Parmi les méthodes de transformations les plus utilisées, on cite les méthodes
de pénalités intérieures [CAR61] et extérieures [FIA68], la méthode du lagrangien
augmenté [HES69, POW69, ROC73], la méthode des variables mixtes et la méthode
des asymptotes mobiles [MAH95].

Les méthodes de transformations (indirectes) sont les plus utilisées dans l'opti-
misation de problèmes contraints. Elles sont simples, avec une e�cacité acceptable
lorsqu'elles sont couplées avec des algorithmes évolutionnistes. Dans notre modèle,
avec des contraintes sur le niveau et la qualité de couple, il est intéressante d'utili-
ser une méthode de transformation a�n d'intégrer ces contraintes dans la fonction
objectif.

3.3.4 Les méthodes des plans d'expériences numériques

Le temps de calcul d'une simulation numérique est important, surtout pour des
problèmes industriels (quelques heures, voire quelques jours ...), d'autant plus lors-
qu'il s'agit d'une optimisation de ce modèle. L'application d'une méthode d'optimi-
sation nécessite plusieurs simulations numériques, des dizaines lorsqu'il est possible
d'utiliser un algorithme d'optimisation déterministe performant et jusqu'à des mil-
liers lorsque qu'on applique un algorithme évolutionniste. Ceci induit donc un coût
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global énorme pour un problème d'optimisation. Dans ce contexte, les plans d'expé-
rience sont adoptés. La méthode de plan d'expériences peut être enrichi à l'aide de
la construction d'une surface de réponse à partir du modèle initial (fonction objec-
tif). Cette surface de réponse a pour but de réduire le temps de calcul du problème
d'optimisation.

L'idée des plans d'expérience (Design of Experiments) a été initiée par Fisher
[FIS35], Box [BOX78] et Taguchi [TAG87]. Ce concept a été utilisé à des études
expérimentales, puis numériques, et que l'on appelle alors la méthode des plans
d'expériences numérique [BRA94, GIL98, SCH98].

Cette méthode peut être adaptée aux problèmes d'optimisation ayant un coût
unitaire de l'expérience élevé (ce qui est le cas avec notre modèle éléments �nis) et
avec des résultats soumis à des e�ets aléatoires.

Dans son concept initial (expérimental), la méthode des plans d'expériences in-
tègre la variabilité. Elle propose de répéter plusieurs fois la même expérience a�n
d'obtenir la moyenne et l'écart type. Dans sa transposition numérique, il est inutile
de prendre en compte cette variabilité, car un calcul avec la même combinaison de
variable donne toujours le même résultat.

Le modèle multi-physique de la machine à optimiser est numérique. Pour cela on
a considéré la méthode des plans d'expérience numérique. Il existe di�érents types
de cette méthode selon le pilotage.

Pilotage direct

La �gure 3.12 présente une approche simple de la méthode à pilotage direct.
Elle consiste à appliquer l'algorithme d'optimisation choisi directement sur l'outil
de simulation EF. Cette approche est simple du point de vue de l'implémentation,
par contre elle conduit à un temps de calcul important et à des erreurs numériques.

Figure 3.12 � Plan d'expérience numérique avec pilotage direct par l'algorithme
d'optimisation

Il faut bien prendre en compte les e�ets des modi�cations des valeurs des pa-
ramètres géométriques, car les discontinuités de discrétisation introduisent du bruit
numérique qui perturbe fortement l'algorithme d'optimisation, surtout si le pas de
variation des paramètres géométriques est petit [RAT91]. Or, l'avancement avec
des petits pas de changement des paramètres géométriques est important lorsqu'on
approche de l'optimum.

A�n d'améliorer le pilotage direct de l'outil de simulation, il est recommandé
d'améliorer l'outil de simulation en éliminant le bruit numérique par un maillage
élastique [KAD93], l'analyse de sensibilité [GIT89], le développement de Taylor
[PET97, NGU99], ou bien changer la stratégie d'optimisation. Il est possible égale-
ment de remailler le modèle à chaque itération, ce qui implique un changement des
paramètres géométriques.
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Pilotage indirect (surface de réponse)

Une surface de réponse est une approximation obtenue, à partir d'un plan d'ex-
périence, de la réponse de la fonction objectif. Cette approximation s'obtient à partir
d'un nombre d'expériences bien choisi pour allier la précision et la rapidité, avec ap-
plication d'un algorithme d'interpolation. Une surface de réponse sommaire donne
une idée générale sur le comportement du dispositif, elle est peu coûteuse et utile
pour déterminer les paramètres in�uents lors d'une opération de débroussaillage.
Puis on garde uniquement les paramètres in�uents pour construire une surface de
réponse plus élaborée qui sera utilisable pour localiser l'optimum.

Figure 3.13 � Plan d'expérience numérique avec pilotage indirect (surface de ré-
ponse)

Les principales étapes de la méthode des plans d'expériences avec pilotage indi-
rect sont :

� Débroussaillage : E�ectuer un calcul de sensibilité (Screening) a�n de déter-
miner les paramètres les plus in�uents et réduire leur nombre.

� Surface de réponse : Construire une surface de réponse donnant une approxi-
mation numérique de la réponse en fonction des paramètres les plus in�uents.

� Exploitation de la surface : Exploiter cette surface de réponse, soit par pré-
diction (interpolation de la réponse pour une nouvelle combinaison de para-
mètres), soit par optimisation (recherche d'une combinaison de paramètres qui
optimise un certain critère)

Les deux premières étapes nécessitent la réalisation des calculs avec des combinai-
sons de paramètres. Par contre, la troisième étape consiste à exploiter la surface de
réponse sans aucun calcul (sauf pour contrôler le résultat �nal), elle est donc très
peu coûteuse comparée aux deux premières étapes.

En général, la phase de construction de la surface de réponse est considérée
comme la plus chère. Ensuite, l'exploitation de cette surface de réponse est considérée
comme gratuite. Il est donc possible d'appliquer un algorithme d'optimisation précis
(comme les algorithmes génétiques) pour rechercher l'optimum global. Les �èches
épaisses entre l'algorithme d'optimisation et la surface de réponse de la �gure 3.13 se
réfèrent au nombre important d'opérations sur cette surface par rapport au nombre
d'opérations sur le modèle EF.

Cette méthode d'optimisation est utilisée dans le logiciel Got-it [GOT12], celui-
ci est présenté plus en détail dans la section 3.3.7. Ce logiciel d'optimisation est
interfacé au modèle éléments �nis électromagnétique du logiciel Flux de Cedrat. Ce
logiciel nous donne le choix entre l'algorithme génétique et SQP (sequential quadratic
programming) pour l'appliquer sur la surface de réponse.

Au cours de l'optimisation sur la surface de réponse, il est toujours possible
d'appliquer directement l'algorithme d'optimisation sur la fonction objectif. En se
basant sur la démarche de construction adaptative d'une surface de réponse, on
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peut a�ner l'approximation (surface de réponse) si l'écart entre l'approximation et
la simulation directe est important.

On peut distinguer plusieurs types de surface de réponse :

Les surfaces polynomiales de degré 1 sans interaction :

f(x) = a0 +
n∑
i=1

aixi (3.11)

où f(x) est l'équation de l'approximation, xi sont les paramètres de conceptions
et ai leur poids. La méthode des plans d'expériences propose de déterminer les n+1
coe�cients au moyen des plans factoriels fractionnaires [SCH98].

Ce type d'approximation est utile dans la phase de débroussaillage lorsque le
nombre de facteurs est important.

Les surfaces polynomiales de degré 1 avec interaction :

f(x) = a0 +
n∑
i=1

aixi +
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

aijxixj (3.12)

Dans cette formulation on a 1 + n(n+1)
2

coe�cients à déterminer. La méthode des
plans d'expériences propose de les déterminer par des plans factoriels fractionnaires
à deux niveaux [SCH98].

Les surfaces polynomiales de degré 2 :

f(x) = a0 +
n∑
i=1

aixi +
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

aijxixj +
n∑
i=1

aiix
2
i (3.13)

Il y a 1 + n(n+3)
2

coe�cients à déterminer.
Les surfaces de réponse du premier degré sont simples et intéressantes pour identi-

�er les paramètres les plus in�uents (screening). Par contre, elles ne sont pas e�caces
pour construire les surfaces de réponses. Les surfaces polynomiales du deuxième
degré sont intéressantes pour les surfaces de réponses, surtout si le problème est
mono-objectif (comme le notre). Pour des problèmes multi-objectif, il est possible
d'utiliser des surfaces de réponse polynomiales de degré supérieur à 2 [SCH98], ou
des surfaces de réponse par combinaison de fonctions radiales proposé par Alotto
[ALO97] ou des approximations par éléments di�us [NAY91, HER99, COS02]. La
discrétisation importante dans toutes les directions du domaine conduit à une ap-
proximation de meilleure qualité, par contre elle augmente le nombre d'évaluations
du plan factoriel.

En utilisant un algorithme adaptatif, demandant l'ajout de nouveaux points
d'évaluation seulement dans certaines régions du domaine, on limite le nombre d'éva-
luations nécessaires. On trouve des algorithmes de surface de réponse adaptative
dans [ALO97, HAM99, COS02]. Il est intéressant dans notre problème d'utiliser une
surface de réponse adaptative avec appliquation d'un algorithme d'optimisation coû-
teux (SQP, AG ...). Lorsque l'algorithme considère qu'il est proche d'un optimum,
il compare la réponse fournie par la surface de réponse et par le modèle EF. Si l'er-
reur est importante, il ra�ne la surface de réponse autour de ce point en réalisant
quelques calculs EF. Cette procédure peut être répétée plusieurs fois jusqu'à trouver
l'optimum.
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3.3.5 Algorithme SQP

Les méthodes SQP (sequential quadratic programming) sont des méthodes dé-
terministes à base de descente itérative vers la solution optimale.

Avantages :
� L'algorithme converge rapidement vers le minimum (local ou global, cela dé-
pend du point de départ).

� Les résultats peuvent être précis assez facilement.
Inconvénients :

� Il faut préciser un point de départ pour cet algorithme. En plus, celui-ci doit
être relativement proche du minimum global pour éviter de tomber sur un
minimum local. Il faut donc avoir une idée sur la zone où le minimum se trouve
avant de commencer le processus d'optimisation, ce qui n'est pas toujours
évident.

� La fonction objectif à optimiser doit être continue et di�érentiable.

3.3.6 Algorithme Génétique

La méthode de résolution des problèmes d'optimisation par algorithme génétique
est basée sur le principe de la sélection naturelle comme l'évolution biologique. Il
modi�e de manière répétitive une population de solutions individuelles. A chaque
pas, l'algorithme va sélectionner de façon en partie aléatoire, à partir de la po-
pulation actuelle, des points pour produire les points �enfants� pour la prochaine
génération. Au fur et à mesure des générations, la population va tendre vers une
solution optimale.

Avantages :
� L'avantage essentiel de cet algorithme est la non nécessité de préciser un point
initial. La population intiale, va être générée automatiquement.

� Après un nombre su�sant d'itérations, on est sûr de trouver un minimum
global.

� Il ne nécessite pas de calcul de gradient de la fonction objectif.
L'inconvénient principal de cet algorithme est le temps de calcul. Cela peut être
réduit par le fait qu'on applique cet algorithme sur une surface de réponse. Vu les
avantages de l'algorithme génétique, dans la suite, on utilise le plan d'expériences
numériques avec pilotage indirect comme méthode d'optimisation, en appliquant
l'algorithme génétique sur la surface de réponse.

3.3.7 Application des méthodes d'optimisation pour la concep-

tion de la machine

La lourdeur du modèle EF multi-physique est di�cilement compatible avec des
optimiseurs classiques, mais nous avons pu voir que les méthodes utilisant des sur-
faces de réponse peuvent permettre un gain de temps de calcul appréciable. Cepen-
dant, nous n'avons aucune certitude sur son e�cacité avec des critères intégrant les
harmoniques.

Dans le cadre du projet AVELEC, le partenaire Cedrat a pu mettre à disposition
un nouvel outil d'optimisation appelé Got-it [GOT12]. Ce logiciel couple le modèle
EF électromagnétique avec la méthode d'optimisation choisie, y compris les mé-
thodes complexes comme les plans d'expériences indirects (avec surface de réponse)
décrits ci-dessus.
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Concernant le modèle EF électromagnétique, on utilise toujours le modèle pré-
senté dans le deuxième chapitre, représentant 1/4 de la machine et constitué de
7062 éléments triangles à 3 n÷uds. Ce modèle EF est couplé avec un modèle EF
mécanique, en dehors de la boucle d'optimisation, pour observer les comportements
vibratoires de la machine optimisée. Les critères d'optimisation spéci�ques de la par-
tie électromagnétique seront choisit parmi les harmoniques de pression magnétique.

La �gure 3.14 nous montre le schéma d'optimisation utilisé dans ce chapitre.

Figure 3.14 � Optimisation du modèle électromagnétique et observation sur le
modèle mécanique

3.3.8 Optimisation sur critères classiques : niveau et qualité

du couple de la machine

Dans un premier temps, le but est de tester la méthode d'optimisation sur des
critères habituels (temporels) :

� le plus classique, qui est le couple moyen.
� un critère variable en fonction du temps : la pulsation du couple.

Nous dé�nissons le niveau de couple par le couple moyen de la machine, et la qualité
du couple par la valeur de pic à pic de la courbe de couple en fonction du temps (pul-
sation du couple). Les paramètres à optimiser dans une machine électrique peuvent
être de type géométrique, alimentation électrique ou encore les propriétés de maté-
riaux. On s'intéresse ici à optimiser les paramètres géométriques de conception. Le
point de fonctionnement choisi pour cette optimisation est 3000 tr/mn. Nous dé�-
nissons les courants statoriques et rotoriques, ainsi que l'angle de pilotage à partir
du diagramme couple/vitesse de la machine (�gure 2.31). La �gure 3.15 montre la
courbe de couple en fonction du temps pour une période électrique en pourcentage
du couple moyen.
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Figure 3.15 � Couple initial de la machine pour une période électrique pour le
point de fonctionnement à 3000 tr/mn

Choix des paramètres géométriques de conception

Il existe de nombreux paramètres géométriques possibles à optimiser dans une
machine électrique. Nous trions les paramètres, par élimination successive, en consi-
dèrant ceux qui sont in�uents sur la fonction objectif. Les paramètres géométriques
choisis (�gure 3.16) sont la distance modi�ant la courbure de l'arc polaire du rotor
(AP), l'ouverture des encoches (OE), le rayon du bec d'encoche (RB) et trois autres
paramètres géométriques Pi (i=1,2,3) non détaillés pour raison de con�dentialité.
Ces derniers sont relatifs à des aspects pratiques de la construction du stator et du
rotor, comme les tiges �letés de �xation.

Figure 3.16 � Paramètres de conception utilisées dans l'optimisation

La �gure 3.17 nous montre les résultats d'une étude de sensibilité sur le niveau de
couple pour plusieurs paramètres géométriques choisis. Cette étude a montrée que
AP, OE et RB sont les paramètres les plus in�uents. Une autre étude de sensibilité
de paramètres géométriques sur la qualité du couple est présentée dans la �gure
3.18. Cette étude nous montre également que AP, OE et RB sont les paramètres
les plus in�uents sur la qualité du couple. Nous pouvons remarquer en particulier
que le paramètre AP est le plus in�uent pour les deux critères et que le paramètre
OE a une in�uence négative sur le critère de niveau de couple et positive sur la
pulsation du couple. Autrement dit, si on varie le paramètre OE (indépendamment
des autres paramètres) pour gagner en niveau de couple, il est possible de perdre en
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qualité. Le tableau 3.1 montre les coe�cients d'in�uences normalisés pour chaque
paramètre de conception selon les critères d'optimisation, chaque doit être ligne lue
indépendamment les unes des autres. A�n de gagner en temps de calcul, on élimine
les paramètres qui ont un coe�cient d'in�uence normalisé inférieur à 5% dans le
tableau 3.1. Les paramètres à optimisées sont alors AP et OE. En respectant les
contraintes de conception et de fabrication, les marges de variation choisies sont
±30% pour AP, ±20% pour OE.

Figure 3.17 � Étude de sensibilité des paramètres de conception sur le niveau du
couple

Figure 3.18 � Étude de sensibilité des paramètres de conception sur la pulsation
du couple
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AP OE RB

Couple Moyen (niveau) 1 0.2 0.03
Crête à crête (qualité) 1 0.18 0

Tableau 3.1 � Coe�cients d'in�uence normalisés des paramètres de conception sur
les critères d'optimisation

Résultats de l'optimisation sur les critères de couple

Nous appliquons la méthode d'optimisation choisie pour trouver les valeurs opti-
misées des paramètres géométriques de cette machine sur les deux critères de couple.
Nous considérons le niveau ou la pulsation de couple comme la fonction objectif. Le
but est alors d'augmenter le couple en conservant la même qualité, ou, de réduire la
pulsation du couple en gardant le même niveau.
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Figure 3.19 � Courbes de couples optimisées selon le niveau et la qualité du couple

Concernant le niveau de couple, l'optimisation faite nous montre qu'on peut ga-
gner 3.5% de la valeur moyenne du couple, en augmentant AP à son maximum et
en diminuant OE à son minimum. On peut en déduire que, pour ce type d'optimi-
sation, il faut bien choisir les valeurs minimales et maximales des contraintes sur
les paramètres de conception. Pour la qualité de couple, nous pouvons diminuer la
valeur de pic à pic (pulsation du couple) de 16.8% en diminuant AP de 15% et OE
à son minimum. La �gure 3.19 présente les courbes de couple optimisées.

3.3.9 Optimisation sur critère harmonique de pression ma-

gnétique

Il s'agit dans cette partie d'optimiser la machine électrique sur des critères inha-
bituels. Les critères choisis sont les harmoniques de la courbe de pression magnétique
radiale. Le point de fonctionnement est 3000 tr/mn. La �gure 3.20 présente la courbe
de pression magnétique en fonction du temps et les harmoniques de la décomposi-
tion en série de Fourier de cette courbe. La pression magnétique est calculée sur un
point situé au centre de la surface coté entrefer d'une dent statorique.

Nous avons choisi les harmoniques 4, 12 et 48 de la �gure 3.20 comme des fonc-
tions objectifs dans cette partie. Le choix de ces harmoniques est fait pour di�é-
rentes raisons. La première est la plus importante, la troisième représente le nombre
de dents statoriques et la deuxième a une valeur et une fréquence intermédiaires.
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Figure 3.20 � Courbe de pression magnétique calculée sur un n÷ud situé au centre
de la surface coté entrefer d'une dent statorique et les harmoniques de la décompo-
sition en série de Fourier de cette courbe

Optimisation sans perte en couple

Nous souhaitons minimiser les harmoniques 4, 12 et 48 séparément, tout en
gardant le même niveau de couple. Une étude de sensibilité est faite pour les har-
moniques choisis. Le tableau 3.2 montre les coe�cients d'in�uence normalisés pour
chaque paramètre de conception selon l'harmonique choisi, chaque ligne doit être
lue indépendamment les unes des autres. Nous prenons en compte dans uniquement
que les paramètres ayant un in�uence normalisée de plus de 5%.

AP OE RB

Harmonique 4 1 0.1 0.02
Harmonique 12 1 0.42 0.15
Harmonique 48 1 0.06 0

Tableau 3.2 � Coe�cients d'in�uence normalisés des paramètres de conception selon
l'harmonique choisi

On considère trois designs optimisés de la machine selon l'harmonique princi-
palement optimisé (4, 12 ou 48). Le tableau 3.3 nous montre le numéro de design,
l'harmonique à minimiser et la réduction de cette harmonique, les paramètres in-
�uents, leur valeur optimisée et le gain en qualité de couple. Les résultats du tableau
3.3 montrent que la minimisation des harmoniques 4, 12 et 48 améliore aussi la qua-
lité du couple.
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Design
Harmonique

à
minimiser

Réduction de
l'harmonique à

minimiser

Paramètres
in�uents

Valeur
optimisée

Gain en
qualité
du

couple

D1 H4 9.4%
PA -15%

16.8%
OE -20%

D2 H12 18.3%
PA -17%

17.1%OE -20%
RB +5%

D3 H48 30.9%
PA -18%

20%
OE -20%

Tableau 3.3 � Résultat de l'optimisation des harmoniques de pression magnétique
sans perte en niveau de couple

Plutôt que de s'attarder sur les gains en harmoniques de pressions, il est plus
lisible de visualiser directement les résultats sur la vibration, c'est-à-dire la courbe
de réponse en fréquence. Il est important de dire que la minimisation d'un harmo-
nique peut conduire à une réduction des autres harmoniques par des proportions
di�érentes.

En utilisant l'outil de couplage présenté dans le premier chapitre, on va donc
étudier la réponse en fréquence des modèles optimisés. La �gure 3.21 nous montre
la courbe de réponse en fréquence du modèle initial de la machine et les courbes de
réponse en fréquence de modèles optimisés.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

Fréquence (kHz)

A
cc

él
ér

at
io

n 
dB

(m
/s

²)

 

 
D inital
D1
D2
D3

Figure 3.21 � Courbes de réponse en fréquence de di�érents modèles optimisés

A partir des courbes de réponse en fréquence, on peut remarquer que le pic à
6.2 kHz ne varie pas selon les designs, cependant les deux autres pics importants
(autour de 5 et 11 kHz) réagissent di�éremment selon le design. Pour le design D1,
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les pics à 5 kHz et à 11 kHz sont réduits de 5 dB et 2 dB respectivement. Pour le
design D2, le pic à 5 kHz est réduit de 3 dB, cependant, le pic à 11 kHz est augmenté
de 6 dB. Pour le design D3, le pic à 5 kHz et le pic à 11 kHz sont réduits de 10 dB
et de 7 dB respectivement.

Les trois designs optimisés selon les harmoniques de pression magnétique nous
donnent des résultats vibratoires di�érents. En fait, il ne su�t pas de se limiter
aux résultats d'optimisation sur les harmoniques de pressions magnétiques, il est
important d'observer les variations au niveau vibratoire de cette optimisation.

Le design D3 est le plus intéressant, il arrive à réduire considérablement le pic à
5 kHz, qui est le plus grand du spectre, ainsi que le pic à 11 kHz.

Optimisation avec perte en couple

Il s'agit ici d'autoriser une perte en couple de 2% maximum dans l'optimisation
des harmoniques de pression magnétique. Trois designs d'optimisation de la ma-
chine sont alors considérés selon l'harmonique principalement optimisée. Le tableau
3.4 nous montre le numéro de design, l'harmonique à minimiser et la réduction de
cette harmonique, les paramètres in�uents, leur valeur optimisée, le gain en qua-
lité de couple et la perte en niveau du couple. Ces résultats nous montrent que la
minimisation des harmoniques 4, 12 et 48, en autorisant une perte du couple, amé-
liore la qualité du couple. La perte en niveau de couple est d'environ 1.8% pour
l'optimisation des harmoniques.

Design
Harmonique

à
minimiser

Réduction
de l'har-
monique à
minimiser

Paramètres
in�uents

Valeur
optimi-
sée

Perte en
niveau de
couple

Gain en
qualité
du

couple

D4 H4 13.6%
PA -28%

-1.8% 26%
OE -20%

D5 H12 20.6%
PA -29%

-1.7% 26.8%OE -20%
RB +5%

D6 H48 41.7%
PA -29%

-1.8% 27.8%
OE -20%

Tableau 3.4 � Résultat de l'optimisation des harmoniques de pression magnétique
avec perte en niveau de couple

En utilisant l'outil de couplage présenté dans le deuxième chapitre, on peut
étudier la réponse en fréquence des modèles optimisés. La �gure 3.22 nous montre
la courbe de réponse en fréquence du modèle initial de la machine et les courbes de
réponse en fréquence de modèles optimisés avec autorisation de perte en couple.

A partir des courbes de réponse en fréquence, on peut remarquer que le pic à
6.2 kHz est toujours invariable. Le pic à 5 kHz est réduit d'environ 5 dB pour D5
et D6, et d'environ 15 dB pour D4. Cependant le pic à 11 kHz augmente pour les
trois designs de 4 dB. La variation la plus importante est sur le pic à 5 kHz qui
correspond au fréquence du mode propre d'ordre spatial 4.

En autorisant une perte en couple de 1.8%, on arrive à réduire le pic le plus
important à 5 kHz de 5 dB de plus qu'une optimisation sans perte en couple. Mais
en même temps, cette perte en couple augmente le pic à 11 kHz, de 4 dB. En résumé,
il y a un compromis à faire entre le niveau de couple et l'amplitude des pics. Il est
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Figure 3.22 � Courbes de réponse en fréquence de di�érent modèles optimisés avec
perte en couple

intéressant de remarquer que l'augmentation du pic à 11 kHz correspond à une
augmentation de pulsations de couple à 11kHz puisque ce pic à 11 kHz est issu des
forces tangentielles (section 3.2.1) alors que le résultat global (tableau 3.4) montre
une réduction de pulsation de couple.

En général, les pics à basse fréquence sont plus gênant au niveau vibro-acoustique.
On s'intéresse davantage à réduire le pic à 5 kHz plutôt que le pic à 11 kHz

En conclusion, on a deux choix intéressants :

� Design D3 : réductions des pics à 5 kHz et à 11 kHz de 10 dB et de 7 dB
respectivement, sans perte en couple.

� Design D4 : réductions de pic à 5 kHz de 15 dB, avec 1.8% de perte en niveau
de couple.

3.4 Validité de la méthode sur di�érentes vitesses

L'étude précédente a été présenté pour un point de fonctionnement, nous nous
posons ici la question de la pertinence de ce design sur d'autres points de fonction-
nements. La �gure 3.23 présente les courbes d'accélérations pour deux autres points
de fonctionnement de la machine pour le design initial et le D3. Le premier graphe,
à 2000 tr/mn, montre une baisse d'amplitude de 10 dB du pic à 5 kHz. Le second, à
4000 tr/mn, présente une baisse plus faible des pics principaux. Même si ces baisses
sont faibles, le design D3 reste toujours meilleur que le design initial dans les plages
de vitesses faibles (lorsque le bruit d'origine magnétique risque d'être prépondérant).
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Figure 3.23 � Comparaison entre le spectrogramme calculé sur le design initial et
après l'optimisation (D3)

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a réalisé quelques études spéci�ques sur le modèle construit
dans le chapitre précédent. Pour un calcul statique, nous avons remarqué que le dé-
placement radial sur le rayon extérieur du stator est du même ordre de grandeur qu'il
soit d'origine radiale ou tangentielle. Dans le même esprit, pour un calcul dynamique,
la part des forces tangentielles a des e�ets importants sur le spectrogramme de vi-
bration de la machine. En conclusion, cette étude des e�ets des forces tangentielles
nous montre que celles-ci sont loin d'être négligeables dans ce type de problème.
Négliger les forces tangentielles dans un calcul vibratoire, peut donc induire une
erreur de modélisation de chargement et donc d'interprétation des résultats.

On a réussi à intégrer des harmoniques d'origine électronique dans le courant
rotorique, malgré l'utilisation d'un modèle éléments �nis multi-multiphysique lourd,
ceci en déterminant un pas de calcul acceptable. L'étude de l'e�et de ces harmo-
niques sur le comportement vibratoire de la machine montre que ces harmoniques
ont également des e�ets non-négligeables sur le spectre de vibration de la machine,
surtout si la fréquence de découpage est proche d'une fréquence d'un mode d'ordre
spatial 2p (nombre de pôles) ou 0.

L'étude de l'optimisation présentée dans ce chapitre a montrée la faisabilité et
l'intérêt d'une méthode d'optimisation basée sur le plan d'expérience numérique à
pilotage indirect avec une surface de réponse adaptative. En utilisant une surface de
réponse adaptative, on a réussi à appliquer un algorithme couteux (A.G.) sur des
critères inhabituels comme les harmoniques de pression magnétique. L'optimisation
faite sur le modèle multi-physique met en évidence des résultats intéressants au
niveau des réductions des pics vibratoires. Cette réduction peut atteindre 11 dB sur
le pic principal, et jusqu'à 15 dB en autorisant une faible perte en couple.

L'utilisation du modèle éléments �nis impose de fortes contraintes en termes de
temps de calcul. Dans le même esprit que les études de faisabilité de l'optimisation ou
de l'intégration de MLI, on peut se demander s'il est possible d'inclure favorablement
des études d'incertitudes sur cette machine électrique.

Dans le domaine de la conception des systèmes vibratoires, les incertitudes sont
souvent négligées. Elles peuvent provenir de plusieurs sources, notamment des pro-
priétés des matériaux. La non prise en compte de ces incertitudes peut perturber
le comportement du modèle et donc induire de mauvaises conclusions. Nous allons
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donc nous intéresser dans le chapitre suivant à améliorer la prédiction des modèles
éléments �nis, a�n d'évaluer l'impact de la variabilité de paramètres d'entrées (pro-
priétés matériaux) sur la réponse d'un modèle vibratoire (fréquence propre, réponse
en fréquence).
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Chapitre 4

Prise en compte de la variabilité
dans les calculs vibratoires par
éléments �nis

4.1 Introduction

Dans la conception des systèmes vibratoires, les incertitudes sont souvent négli-
gées, ou grossièrement prises en compte à l'aide de coe�cients de sécurité importants.
Les systèmes sont ainsi très conservatifs. Les incertitudes peuvent provenir des tolé-
rances de conception et de fabrication, des chargements, des liaisons ou bien encore
des propriétés des matériaux. La modélisation numérique des systèmes, à l'aide de la
méthode des éléments �nis, peut également être considérée comme une source d'in-
certitudes. Cela concerne les choix de modélisation, les outils numériques utilisés ou
encore les approximations des lois physiques. Le principal intérêt des études prenant
en compte la variabilité est de comprendre les di�érences de performance expéri-
mentale observées de modèles théoriquement identiques. En e�et, par exemple, le
comportement vibro-acoustique de deux caisses automobiles sortant successivement
de la chaîne de production n'est pas identique [BOU12].

Nous allons ici nous intéresser à améliorer la prédiction des modèles éléments
�nis, a�n d'évaluer l'impact de la variabilité de paramètres matériau sur la réponse
d'un modèle vibratoire de machine électrique (fréquence propre, réponse en fré-
quence). Dans ce chapitre, on présente tout d'abord un état de l'art concernant
les travaux prenant en compte des incertitudes. Ensuite, les approches et les mé-
thodes existantes sont présentées et discutées. Puis, une méthode est proposée a�n
de prendre en compte la variabilité dans les calculs vibratoires par éléments �nis.
L'hypothèse mécanique adoptée pour cette méthode est que les déformées modales
d'une structure sont quasiment indépendantes des paramètres variables, soit la pro-
cédure de stabilité modale (Modal Stability Procedure, MSP). La formulation MSP
est présentée pour l'analyse modale et la fonction de réponse en fréquence (FRF). La
méthode utilise des simulations de Monte-Carlo (Monte-Carlo Simulations, MCS)
sur cette formulation, la méthode est ainsi nommée MCS-MSP. Les spéci�cations
de MCS-MSP sont un nombre réduit d'analyses élément �nis, une validité pour un
nombre petit ou grand de variables aléatoires, une validité pour un niveau bas ou
élevé de variabilité et une compatibilité avec tout logiciel éléments �nis mécanique
standard (Nastran, Abaqus, Ansys, ...). Cette méthode est validée à l'aide d'un mo-
dèle simpli�é du stator de la machine électrique présenté dans le chapitre 2 par
rapport à la méthode de référence de Monte-Carlo. Le mécanisme de propagation
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des incertitudes est ensuite étudié sur les modèles simpli�é et non simpli�é du sta-
tor (avec dents) de la machine, permettant ainsi de discuter de la conception et des
choix de modélisation.

4.2 État de l'art

Lors de la conception d'un système mécanique ou électromécanique, la prise en
compte des incertitudes sur les variables de conception est impossible avec un modèle
déterministe. Il est donc nécessaire de développer des modèles non déterministes
prenant en compte la variabilité. De nombreux travaux de recherche s'intéressent
ces dernières années aux analyses non déterministes dans le domaines mécanique et
électromécanique.

Dès 1947, la méthode statistique de Monte-Carlo est proposée par Ulam [ULA47,
MET49], qui a recours à un grand nombre de tirages aléatoires a�n d'estimer les
quantités statistiques : moyenne, écart type, coe�cient de variation ou distribution.
Shinozuka et Yamasaki [SHI88] présentent une vision globale sur l'avancement en
mécanique stochastique. Schuëller [SCH97] en collaboration avec 22 auteurs consti-
tue un état de l'art de la mécanique stochastique à l'aide de nombreux extraits de
congrès. Elishakof propose des aspects théoriques dans [ELI99] et numériques dans
[ELI03]. Ghanem et Spanos [GHA03] présentent la prise en compte de la variabilité
dans les modèles des éléments �nis.

Dans le domaine aérospatial, Pellissetti [PEL05] s'intéresse à la prédiction du
comportement d'un satellite, Balmés [BAL03] présente une étude de variabilité sur le
lanceur Ariane 5 et Potter [POT07] réalise une étude expérimentale sur les matériaux
composites.

En ingénierie civile, la plupart des études non déterministes porte sur l'analyse
de la �abilité des bâtiments [SUF08] et des ponts [LAN80].

Dans le domaine automobile, Wood et Joachim [WOO84] étudient la variabilité
du bruit du moteur perçu dans l'habitacle, en collaboration avec General Motors.
Ils observent une variation de 10 dB sur 12 voitures nominalement identiques. Kom-
pella et Bernhard [KOM93, KOM96] s'intéressent également à la variabilité de la
réponse en fréquence entre véhicules. Ils observent un écart de 5 à 10 dB pour de
basses fréquences (moins de 1 kHz). Une autre étude faite par Cornish et Syred
[COR97] montre un écart pouvant atteindre 35 dB pour 5 camionnettes fabriquées
à l'identique. Blain, Abry, Chové et Lardeur [BLA99] réalisent une étude chez le
constructeur Renault sur la variabilité des assemblages de pièces soudées par points.
Lionnet et Lardeur [LIO07] proposent une approche hiérarchique pour l'étude de
la variabilité vibro-acoustique basses fréquences dans un habitacle automobile. Sci-
gliano et al. [SCI11] s'intéressent à l'évaluation expérimentale et numérique de la
variabilité intra du comportement vibro-acoustique d'un pare brise.

Dans ce contexte automobile, la méthode MCS-MSP est proposée par [MAR08],
les formulations pour les éléments �nis de barre, de poutre, de coque mince et de
coque épaisse sont appliquées sur des applications industrielles [LAR10, ARN11,
BOU12, DRU13, DRU14]. Cette méthode est développée dans ce chapitre pour
l'élément �ni 3D solide H8 (hexaèdre à 8 n÷uds) pour un modèle de stator de
machine tournante.

Dans le domaine des machines électriques, en lien avec le contexte de cette thèse,
on cite quelques publications prenant en compte des incertitudes. Song [SON04]
présente un modèle mathématique de mesure vibratoire avec incertitudes, a�n de
valider ses mesures expérimentales. Une modélisation de l'e�et des incertitudes de
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fabrication pour les simulations électromagnétiques de dispositifs à micro-ondes est
réalisée par Menezes [MEN08] à l'aide de simulations de Monte-Carlo. Une étude
sur le comportement vibratoire d'un roulement est réalisée par Stocki [STO12] en
fonction de propriétés incertaines en appliquant la méthode de scatter assessment.
Mac [MAC13] présente une approche stochastique pour étudier les incertitudes géo-
métriques et leurs e�ets sur les performances d'une machine électrique.

4.2.1 Les approches existantes

Les méthodes pour résoudre les problèmes stochastiques peuvent être classées
de plusieurs façons [BEN88, SCH01]. Les méthodes peuvent être distinguer en ap-
proches probabiliste, possibiliste ou �oue, en approches paramétrique ou non pa-
ramétrique, en méthodes d'échantillonnage de type Monte-Carlo ou méthodes des
éléments �nis stochastiques, en méthodes de type intrusive ou non intrusive.

En considérant la première classi�cation, l'approche probabiliste est basée sur
des hypothèses stochastiques provenant de la théorie de la probabilité [KOL50]. Il
est nécessaire de connaitre la loi de probabilité des variables d'entrée, le plus souvent
une loi normale ou bien uniforme. L'objectif de cette approche est alors d'exprimer
les variables de sortie en termes d'estimateurs stochastiques (moyenne, écart type,
coe�cient de variation, densité de probabilité). Cette approche est la plus aboutie
et la plus utilisée. La méthode MCS-MSP présentée dans ce manuscrit est associée
à une approche probabiliste.

L'incertitude est lié au manque de connaissances de la variabilité d'un système.
L'approche possibiliste est une méthode bien adaptée à ce problème. Il s'agit d'ex-
primer les bornes des variables de sortie d'un problème en fonction des bornes des
variables d'entrée.

La théorie des nombres �ous est proposée par Zadeh [ZAD65], en considérant
qu'une variable logique appartient à un ensemble �ou et varie entre 0 et 1. Il s'agit
de dé�nir une fonction d'appartenance dans ce domaine. Cette fonction est divi-
sée successivement en intervalles correspondant à l'incertitude totale et à la valeur
nominale de la variable.

Les méthodes non déterministes pouvant être associées aux approches probabi-
liste, possibiliste et �oue vont maintenant être présentées. Le tableau 4.1 [MAR08]
met en évidence les domaines d'utilisation de ces méthodes en fonction des ap-
proches.

Probabiliste Possibiliste Floue

Non paramétrique ?
Perturbation ? ? ?

Plans d'expériences ? ? ?
Monte-Carlo ?

Chaos polynomial ?
Algèbre des intervalles ?

MCS-MSP et MCS-CGSM ? ?

Tableau 4.1 � Domaines d'utilisation des méthodes non déterministes en fonction
des approches utilisées
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4.2.2 Méthodes non déterministes existantes

Méthode non paramétrique

Le choix des paramètres incertains d'un modèle et des lois de probabilité associées
est important pour l'étude de la variabilité d'une réponse. Le modèle est supposé
connu et les incertitudes ne portent que sur les paramètres de ce modèle. Pour des
systèmes mécaniques complexes, les incertitudes de modélisation sont considérées
par Soize [SOI00]. Cette approche est quali�ée de non paramétrique car les para-
mètres incertains ne sont pas directement modélisés par des variables aléatoires ou
des champs stochastiques. Les incertitudes sont prises en compte de façon globale
en modélisant directement les matrices du modèle dynamique par des matrices aléa-
toires, formées à partir du principe du maximum d'entropie, la théorie des matrices
aléatoires est utilisée [SOI05]. Cette approche probabiliste est intéressante pour la
prise en compte de l'incertitude et de la variabilité associées aux choix de modélisa-
tion de la structure.

Méthode de perturbation

La méthode des éléments �nis stochastiques par perturbation [BAE81] est très
employée. Elle est intéressante pour des problèmes faiblement non linéaires, où le
niveau de variabilité (coe�cient de variation) n'est pas élevé. Le nombre de variables
aléatoires considérées en entrée doit être raisonnable. Cette méthode consiste en
un développement en série de Taylor de la quantité perturbée autour de sa valeur
moyenne, ce qui donne une expression du type :

Y = Y0 +
r∑
i=1

∂Y

∂Xi

4Y +
1

2

r∑
i=1

∂2Y

∂X2
i

4Y 2 + · · · (4.1)

La variable aléatoire Y est la somme de la valeur nominale et de termes pertur-
bés. Cette méthode est utilisée pour une étude mathématique de la variabilité des
systèmes linéaires en 1967 par Pipes [PIP67].

Dans la pratique, les développements sont tronqués à l'ordre deux au plus. Cette
méthode fournit la moyenne et la variance, en augmentant l'ordre des séries on
peut calculer les moments d'ordre supérieur. La technique des perturbations est
sujette aux conditions d'existence et de validité des séries de Taylor [GHA91] ; son
champ d'application est donc limité aux cas où les variables varient peu (systèmes
dynamiques). Le niveau de variabilité en entrée doit en e�et être faible a�n d'obtenir
une bonne prédiction.

L'utilisation de cette méthode est possible avec la plupart des logiciels éléments
�nis permettant d'obtenir les sensibilités au premier ordre. Cambou [CAM75] intro-
duit la perturbation au premier ordre dans les modèles par éléments �nis. Il défend
l'hypothèse de linéarité locale des déplacements en statique, en considérant la varia-
bilité de plusieurs paramètres mécaniques (module d'Young, coe�cient de Poisson
et chargement).

Kaminski [KAM01, KAM02] étudie la perturbation au second ordre, qui rend
le modèle plus précis. Cependant elle est di�cilement applicable sur des problèmes
industriels.

Une variante de la méthode de perturbation est proposée par Elishko� et Ren
[ELI03] permettant d'appliquer des niveaux élevés de variabilité. Cette méthode
exige une approche intrusive dans le code éléments �nis, car elle utilise la matrice
de rigidité perturbée.
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Une méthode en statique proposé par Falsone et Impollonia [FAL02] consiste
à résoudre un problème aux valeurs propres en utilisant les matrices nominales et
perturbées. Une extension de cette méthode en dynamique est présentée par les
mêmes auteurs [FAL05].

Plans d'expériences

La méthode des plans d'expériences (Design Of Experiments) est proposée par
Fischer en 1920 et est appliquée par Taguchi [TAG87] dans les années 1950 dans
l'ingénierie. Cette méthode consiste à minimiser le nombre d'expériences par l'ex-
ploration optimale du domaine de variabilité. Elle a été utilisée par Cafeo [CAF97]
pour identi�er le nombre optimal d'essais à réaliser dans l'étude de la variabilité de
mesure en analyse modale.

La lourdeur de cette méthode peut être considérée comme le principal incon-
vénient, surtout lorsque le nombre de variables est élevé. L'autre inconvénient est
qu'elle ne permet pas d'obtenir la densité de probabilité.

Les techniques de surface de réponse sont souvent utilisées dans la méthode
des plans d'expériences comme nous l'avons détaillé dans la partie optimisation du
chapitre précédent. Le principe est de reconstruire le comportement d'un paramètre
de sortie à partir d'un ensemble d'expériences, puis à l'aide d'une interpolation
sur ces points d'obtenir une expression analytique approximée. L'e�cacité de cette
méthode dépend du choix de l'interpolation. Ensuite, des simulations de Monte-
Carlo peuvent être appliquées sur cette surface, cette technique est très e�cace en
temps de calcul.

Cette méthode est très utilisée dans le domaine industriel. Kloess, Mourelatos
et Meernik [KLO03] étudient l'in�uence de la variabilité de la performance d'une
portière de voiture prenant en compte l'action du vent, l'in�ltration d'eau et l'e�ort
de fermeture. Lee, Baik et Yim [LEE02] traitent un problème d'optimisation en
prenant en compte la �abilité pour la conception de véhicules. Blain, Aubry, Chové
et Lardeur [BLA99] étudient la variabilité sur des plaques soudées et assemblées,
associée à des paramètres mécaniques (module d'Young, épaisseurs...).

Simulations de Monte-Carlo

Ces méthodes, dont le nom est en rapport avec les jeux de hasard pratiqués à
Monte-Carlo, ont été proposées par Nicholas Metropolis en 1947 et publiées avec Sta-
nislas Ulam [ULA47, MET49]. L'utilisation des simulations de Monte-Carlo (Monte-
Carlo Simulations, MCS) en ingénierie émerge dans les années 60 avec les ordina-
teurs. Les méthodes d'échantillonnage, de type Monte-Carlo, sont très répandues
et détaillées dans de nombreux ouvrages comme dans celui de Fishman [FIS96]. La
méthode de Monte-Carlo est souvent considérée comme méthode de référence pour
sa robustesse et sa �abilité. L'idée est d'obtenir un échantillon d'observations de la
grandeur d'intérêt. Un grand nombre de réalisations déterministes est nécessaire.
Les quantités statistiques (distribution, moyenne, écart-type, coe�cient de varia-
tion) sont obtenues de ces observations. Le principal inconvénient des méthodes
d'échantillonnage est qu'un nombre su�samment grand de tirages doit être e�ec-
tué a�n que l'étude statistique de la réponse converge. Cette méthode est ainsi très
coûteuse en temps de calcul pour un modèle industriel, la convergence de la réponse
peut être di�cile voire impossible à observer pour un modèle à plusieurs millions de
degrés de liberté.
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Di�érentes améliorations de MCS ont été proposées. La structure même de cette
méthode permet une parallélisation aisée des opérations : il su�t de mener les réso-
lutions des systèmes déterministes sur plusieurs processeurs (ou ordinateurs), ce qui
réduit ainsi assez fortement les temps de calcul [PAP99]. Ou encore, la technique
de l'Hypercube Latin, introduite par McKay [MCK79], permet une réduction signi-
�cative du coût de calcul en conservant le même niveau de prédiction. Sa propriété
de � strati�cation � permet de réduire assez nettement le nombre de tirages requis
[RAN00].

Méthode spectrale des éléments �nis stochastiques

La méthode spectrale des éléments �nis stochastiques (Spectral Stochastic Finite
Element Method, SSFEM) fait l'objet de nombreuses publications depuis les années
90. Elle est proposée pour prendre en compte l'aléa dans des problèmes mécaniques
linéaires par Ghanem et Spanos [GHA91]. Plusieurs bibliographies [MAT97, SCH97,
SUD00, LI01] ont été réalisées sur la SSFEM, et notamment un état de l'art des
derniers développements par Stefanou [STE09]. Les avantages de ces méthodes sont
présentées par Schenk et Schuëller [SCH05].

Le concept de la SSFEM couple la méthode des éléments �nis, utilisée pour les
problèmes déterministes, avec les outils probabilistes. L'idée est de considérer l'aléa
comme une dimension supplémentaire du problème traité. En plus de la discréti-
sation spatiale, celle des éléments �nis, certains paramètres du modèle sont repré-
sentés par une variable aléatoire obtenue par discrétisation de champs aléatoires ou
par des variables aléatoires scalaires. La discrétisation de la dimension aléatoire est
réalisée avec une famille de polynômes. Ces fonctions peuvent être des polynômes
orthogonaux, en particulier un chaos polynomial. De manière générale, les méthodes
stochastiques spectrales sont une classe de méthodes permettant d'approximer une
représentation de la réponse Y (ξ) du modèle via une décomposition de l'aléa sur un
ensemble de fonctions Ψi et en considérant un ensemble de coe�cients déterministes
yi à calculer :

Y (ξ) =
∞∑
i=0

yiΨi(ξ) (4.2)

Lorsque les polynômesΨi forment une base orthogonale, le développement est
nommé chaos polynomial. L'approche proposée par Ghanem et Spanos [GHA91]
permet de résoudre des problèmes mécaniques dont les propriétés matériau varient
spatialement. Le champ aléatoire gaussien, représentant ces propriétés, est discrétisé
en utilisant un développement de Karhunen-Loève [KAR46]. A�n de prendre en
compte l'aléa, la matrice de rigidité est développée sur la base du chaos. La méthode
est de ce fait intrusive puisqu'elle nécessite des modi�cations du code éléments �nis.

Dessombz, Thouverez et Jézéquel [DES99a] propose un exemple simple de barre
encastrée dont ils étudient la sensibilité paramétrique. Ghanem [GHA99] résume
les di�érents développements de la SSFEM et propose une méthodologie. Une nou-
velle variante exploitant les potentialités des réseaux de neurones est introduite par
Hurtado [HUR02].

Les erreurs commises par les méthodes stochastiques de la littérature sont rare-
ment présentées. La thèse de Ahmad [AHM09] peut toutefois être citée car il compare
les méthodes SSFEM et MCS. Notamment, il présente un modèle de plate-forme
pétrolière à 15 éléments �nis de barre, pour lequel le module d'élasticité de chaque
barre est considéré comme paramètre aléatoire avec un coe�cient de variation de
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10%. Pour les 5 premières valeurs propres, les erreurs sur l'écart-type sont comprises
entre 10 et 17% pour un ordre 1 du chaos. Les erreurs deviennent inférieures à 5%
à partir d'un ordre 4, mais pour un coût numérique bien plus conséquent.

Ces méthodes SSFEM de type Galerkin sont intrusives et nécessitent la modi�ca-
tion de la boîte noire éléments �nis, elles ne sont pas intéressantes dans un contexte
industriel où les codes éléments �nis utilisés sont principalement Abaqus, Nastran ou
Ansys. Des alternatives récentes proposent des méthodes spectrales non intrusives
[BER02]. Ces méthodes encapsulent des modèles déterministes dans un environne-
ment de procédures stochastiques. Des surcouches sont ajoutées aux codes éléments
�nis déterministes classiques, sans modi�cations intrinsèques. Deux catégories d'ap-
proches se distinguent : une approche dite interpolante (collocation stochastique) et
des approches non interpolantes comme la projection spectrale ou bien la régression.
La méthode de régression est présentée par Berveiller et Sudret [BER02, BER06]
pour déterminer les coe�cients du chaos. La méthode de projection consiste à ef-
fectuer une minimisation au sens de la variance par des méthodes MCS ou par une
méthode de quadratures de Gauss. Cette dernière est utilisée par Beddek [BEDD12],
pour étudier la propagation d'incertitudes dans les modèles éléments �nis en électro-
magnétisme, il compare des approches spectrales intrusive SSFEM et non intrusive
(projection spectrale avec méthode de quadrature) en terme de précision et de coût
numérique.

Méthode itérative ou séries de Neumann

Le développement de Neumann a été employé par [GHA91] dans le cadre de
la méthode spectrale et fournit un développement alternatif à la projection sur un
chaos polynomial. L'avantage principal de ce traitement est que le système linéaire
impliqué dans le calcul de la réponse stochastique est un système triangulaire in-
férieur, comme dans la méthode de perturbation. Par conséquent, le système est
plus facile à résoudre que le système couplé généré par le développement sur la base
du chaos polynomial. Cette méthode permet de récupérer la totalité de l'informa-
tion probabiliste car la variable de sortie est décrite comme une fonction de variables
aléatoires connue. Cette approche est assez similaire à la discrétisation de Karhunen-
Loève. L'opérateur est décrit sous la forme d'une série in�nie que l'on va tronquer
à m termes. Il est alors possible d'identi�er les premiers termes de la réponse. La
convergence se fait lentement. Les applications numériques montrent que le déve-
loppement de Neumann produit de plus mauvais résultats que le développement
sur chaos polynomial. Cette méthode est employée par [SHI88] pour des structures
constituées de barres, par [MEI98] pour l'analyse stochastique des poutres, et par
[YAM88] pour une plaque soumise à une traction répartie dont le module d'élasticité
longitudinal est un champ aléatoire bidimensionnel.

Algèbre des intervalles

Les incertitudes dans les structures peuvent être traitées par une approche pro-
babiliste, comme dans les méthodes présentées précédemment. Une autre approche
est possibiliste et consiste à utiliser une représentation par intervalles. La distri-
bution de probabilité est en e�et souvent di�cile à connaître. Dans ce contexte,
l'arithmétique des intervalles a été développée, a�n de prendre en compte à la fois
des erreurs physiques, expérimentales et les erreurs dues aux machines de calcul. Les
idées principales du calcul par intervalles sont données par Moore [MOO66]. Lorsque
les systèmes mécaniques modélisés par éléments �nis dépendent de paramètres in-
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certains et bornés, ils peuvent être étudiés grâce à l'arithmétique des intervalles. Le
calcul par intervalles a des propriétés spéciales [DES99b] en comparaison à l'arith-
métique classique. En particulier, si une variable intervalle revient plusieurs fois dans
une expression, il est très probable que le résultat sera surestimé. La majorité des
algorithmes pour la résolution de systèmes linéaires considère des matrices inter-
valles pleines, chaque terme de la matrice est un intervalle indépendant. En e�et,
lors de la construction des matrices éléments �nis, on peut factoriser les paramètres
intervalles, ce qui permet d'éviter de trop importantes surestimations. La méthode
des intervalles est utilisé dans le domaine vibro-acoustique en 1995 par Dimarogonas
[DIM95]. Cette méthode présente une surestimation des niveaux d'incertitude des
sorties.

Logique �oue

La logique �oue (Fuzzy logic) a été proposée par [ZAD65] pour résoudre le pro-
blème de surestimation des incertitudes modélisées par des intervalles. La théorie
de l'approche �oue a été appliquée par Rao et Sawyer [RAO95] en simulation nu-
mérique avec l'introduction de la méthode des éléments �nis �ous. Moens et Van-
depitte [MOE00] ont développés une technique calculant les enveloppes d'une série
de courbes de réponse en fréquence en garantissant l'inclusion de la réponse réelle.
Hanss [HAN02] a proposé une méthode dite de transformation inspirée des plans
d'expériences.

Méthode MCS-CGSM

La méthode MCS-CGSM pour l'analyse statique est de concept similaire à la
méthode MCS-MSP pour l'analyse vibratoire. Elle fait l'hypothèse que les e�orts
généralisés ne dépendent pas des paramètres variables, soient des e�orts généralisés
certains (Certain Generalized Stress Method, CGSM). Elle est proposée par Lar-
deur, Oudjene et Arnoult en 2003 [LAR03a, LAR03b] pour prendre en compte la
variabilité dans les calculs statiques de barres et poutres modélisées par éléments �-
nis. La méthode MCS-CGSM est étendue à des modèles de plaques et de coques par
Mahjudin [MAH13]. En utilisant le théorème énergétique de Castigliano, la méthode
MCS-CGSM permet de formuler le déplacement d'un point de la structure en fonc-
tion des paramètres variables à l'aide de deux analyses éléments �nis. Des tirages
de Monte-Carlo sont e�ectués sur l'expression semi-analytique du déplacement pour
estimer les quantités statistiques.

Discussion des méthodes

Les méthodes stochastiques de type Monte-Carlo exigent de nombreux tirages à
e�ectuer sur un solveur éléments �nis, cette méthode �able et robuste nécessite une
grande puissance de calcul (ordinateurs multiprocesseurs). Avec un coût de calcul
raisonnable, les méthodes de perturbation sont intéressantes, mais seulement pour
un faible niveau de variabilité des paramètres d'entrées. Les plans d'expériences, les
surfaces de réponse ou les méthodes pour l'approche �oue sont limités à un nombre
faible de variables aléatoires, une centaine de calculs sont nécessaires pour atteindre
une bonne précision. Les méthodes spectrales des éléments �nis stochastiques, et en
particulier le chaos polynomial, ont également du mal à gérer un grand nombre de
variables, les variantes non intrusives dans les codes éléments �nis proposent une
évolution intéressante.
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Toutes ces méthodes ont un point commun, l'hypothèse est d'origine statistique
ou mathématique. La méthode MCS-MSP, qui va être présentée et utilisée dans
cette thèse, est basée sur une hypothèse d'origine mécanique. La méthode MCS-MSP
est une méthode de type Monte-Carlo appliquée sur une formulation spéci�que et
non sur un solveur éléments �nis. Cette méthode a pour spéci�cations de réaliser
une unique analyse éléments �nis en con�guration nominale, d'être valide pour un
nombre petit ou grand de variables aléatoires, d'être valide pour un niveau bas ou
élevé de variabilité et d'être compatible avec tout logiciel éléments �nis standard.

4.2.3 Méthode de référence

A�n de valider et de mettre en évidence les intérêts d'une méthode stochastique
proposée, une comparaison avec la méthode de simulations de Monte-Carlo directe
(MCS) est souhaitée, car celle-ci peut être considérée comme une référence. Cette
comparaison est toutefois peu présentée dans la littérature. La méthode MCS-MSP
proposée dans ce manuscrit est validée et comparée par la suite à la méthode MCS.

Cette validation est réalisée sur un modèle éléments �nis simpli�é de stator, soit
un cylindre creux, a�n de s'a�ranchir des temps de calcul possiblement très impor-
tants sur notre modèle industriel de stator de la machine électrique. Les méthodes
stochastiques MCS et MCS-MSP sont programmées dans le logiciel Matlab [MAT11]
et utilisent un générateur de nombres aléatoires suivant une loi normale.

4.3 Introduction : Hypothèse de stabilité modale et
validation du maillage MSP

La bonne utilisation de la méthode MCS-MSP (Modal Stability Procedure), pour
l'analyse modale et la fonction de réponse en fréquence (FRF), est conditionnée par
la véri�cation de l'hypothèse MSP et la validation du maillage avant de mener une
étude avec variabilité.

4.3.1 Hypothèse de stabilité modale

La méthode MCS-MSP est une méthode de calcul vibratoire basée sur l'hypo-
thèse mécanique de stabilité modale. Les déformées modales de la structure sont sup-
posées très peu in�uencées par la perturbation des paramètres d'entrée. La méthode
MCS-MSP permet de prendre en compte la variabilité des propriétés mécaniques
de la structure étudiée et de construire via des simulations de Monte-Carlo une
information stochastique (moyenne, écart-type, coe�cient de variation et distribu-
tion de la probabilité) d'une fréquence propre ou d'une FRF. Les analyses éléments
�nis déterministes classiques, associées aux tirages aléatoires, sont très coûteuses,
mais l'hypothèse de stabilité modale permet de réduire considérablement le coût de
chaque tirage pour faire de la méthode MCS-MSP une méthode de simulations de
Monte-Carlo économique.

La validité de l'hypothèse de stabilité modale est discutée par Boubaker [BOU12]
et par Druesne [DRU14] pour un modèle éléments �nis de caisse nue automobile.
Pour ce problème à 214 variables aléatoires (épaisseurs de tôles), à 840000 degrés de
liberté et avec un niveau de variabilité modéré, un calcul de MAC (Modal Assurance
Criterion) [EWI84, ALL03] est e�ectué entre la base modale nominale et plusieurs
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bases modales perturbées, a�n d'évaluer l'in�uence de la perturbation sur les dé-
formées modales. Le MAC, qui est un indicateur de comparaison de bases modales,
vaut 1 ou quasiment 1 à basse fréquence dans cette étude, l'hypothèse est véri�ée.
Pour une plage de fréquence plus étendue, les valeurs de MAC diminuent pour at-
teindre des valeurs de 0,8 mais l'hypothèse reste globalement acceptable. Il a été
montré que, même lorsque l'indicateur MAC est légèrement mis en défaut, l'erreur
MCS-MSP/MCS sur l'écart-type de la fréquence propre reste faible. Ceci montre
une certaine robustesse de la méthode MCS-MSP et de son hypothèse.

A�n de véri�er l'hypothèse de stabilité modale, dans le cadre de l'étude du stator
de la machine électrique, quelques calculs de MAC ont été également réalisés et ont
permis de véri�er des valeurs très acceptables dans la gamme de fréquences d'intérêt.

4.3.2 Validation du maillage MSP

La seconde précaution d'utilisation de la méthode MCS-MSP concerne le choix
du maillage. La validation du maillage se fait en con�guration nominale. La conver-
gence de la méthode MCS-MSP est étudiée, avec les valeurs nominales des para-
mètres, comme il est procédé habituellement avec la méthode des éléments �nis.
Pour le maillage choisi et en con�guration nominale, un calcul MSP et un calcul élé-
ments �nis (EF) sont comparés. La validation du maillage est acceptée si les écarts
entre les formulations MSP et EF sont de l'ordre du pourcent. Cette validation est
e�ectuée par la suite pour les modèles de stators étudiés.

4.4 La méthode MCS-MSP pour l'analyse modale

Les aspects théoriques de la méthode MCS-MSP sont ici présentées, notamment
avec la formulation pour l'élément solide hexaédrique à 8 n÷uds. Un modèle de stator
simpli�é est utilisé pour valider la méthode MCS-MSP en con�guration nominale,
puis avec variabilité. Le mécanisme de propagation des incertitudes est étudié sur
les modèles simpli�é et non simpli�é du stator de la machine électrique, en�n la
variabilité des fréquences propres est discutée.

4.4.1 Aspects théoriques

Formulation MSP générale

Le problème déterministe aux valeurs propres nominales pour l'analyse dyna-
mique est décrit par l'équation suivante avec l'indice 0 associé à la con�guration
nominale :

K0Φ0 = M0Φ0Λ0 (4.3)

où K0 et M0 sont respectivement les matrices de rigidité et de masse, Λ0 est la
matrice diagonale des valeurs propres et Φ0 est la matrice modale. Pour un n÷ud i,
l'équation 4.3 devient :

K0φ
i
0 = λi0M0φ

i
0 (4.4)

où λ et φ sont respectivement les valeur propre et vecteur propre. Lorsqu'on intro-
duit la variabilité dans le système, l'équation générale aux valeurs propres s'exprime
en fonction des paramètres perturbés avec l'indice p :
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Kpφ
i
p = λipMpφ

i
p (4.5)

En se basant sur la théorie des matrices perturbées, introduite par Yang, Chen
et Wu [YAN01], on peut exprimer le vecteur propre perturbé par :

φp = φ0 + ϑφ1 + ϑ2φ2 + ϑ3φ3 + · · · = φ0 +Δφp (4.6)

où les expressions de φ1, φ2 et φ3 sont fournis dans [CHE77] et ϑ est une variable
aléatoire centrée réduite.

Puisque l'objectif est d'évaluer la variabilité sur les fréquences propres, on utilise
l'expression du quotient de Rayleigh en analyse modale :

λp =
(φ0 +Δφp)

TKp(φ0 +Δφp)

(φ0 +Δφp)TMp(φ0 +Δφp)
(4.7)

En appliquant l'hypothèse de stabilité modale, l'équation 4.7 est réduite à :

λp =
φT0Kpφ0

φT0Mpφ0

(4.8)

La variabilité est conservée exclusivement dans les matrices caractéristiquesKp et
Mp. Le numérateur de l'équation 4.8 est homogène à l'énergie interne de déformation,
et le dénominateur est une forme de l'énergie cinétique. Avec discrétisation, cette
équation peut être exprimée comme une somme sur l'ensemble des n éléments �nis
de la structure :

ω2
p =

∑n
j=1 φ

T
0,jkp,jφ0,j∑n

j=1 φ
T
0,jmp,jφ0,j

(4.9)

où ω2
p est le carré de la pulsation propre, kp,j et mp,j sont respectivement les

matrices élémentaires perturbées de rigidité et de masse, φ0,j est le vecteur propre
élémentaire nominale.

L'obtention des matrices élémentaires de rigidité et de masse de l'équation 4.9 est
di�cile à partir d'un code éléments �nis standard, et parfois non possible. De plus,
selon le type d'éléments �nis, les paramètres d'intérêt de la matrice de rigidité ne
sont pas toujours faciles à isoler. Pour cela, on formule l'énergie interne élémentaire
du numérateur de l'équation 4.9 de cette manière :

πelemint =
1

2
φT0,jkp,jφ0,j =

1

2

ˆ
Vp,j

σp,jεp,jdV (4.10)

où σp,j est le vecteur des contraintes modales élémentaires, εp,j est le vecteur
des déformations modales élémentaires et Vp,j est le volume �ni élémentaire. A�n
d'évaluer cette nouvelle forme de l'intégrale de l'énergie interne de l'élément, il est
nécessaire d'avoir les déformations modales élémentaires, ce qui est facile à extraire
d'un code éléments �nis.

Dans le domaine élastique, les déformations et les contraintes sont liées par la
loi de Hooke :

σp,j = Hp,jεp,j (4.11)

où Hp,j est la matrice de loi constitutive mécanique pour le j -ème élément.
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En ce qui concerne le dénominateur de l'équation 4.9, la masse modale est consi-
dérée par une matrice de masse concentrée. Cette matrice de masse élémentaire est
diagonale et est facile à construire.

La formulation MSP d'une pulsation propre perturbée est donc :

ω2
p =

∑n
j=1

´
Vp,j

εTp,jHp,jεp,jdV∑n
j=1 φ

T
0,jmp,jφ0,j

(4.12)

avec la fréquence propre perturbée fp liée à cette pulsation par la relation ωp =
2πfp. A partir de cette équation 4.9, les formulations MSP des éléments �nis de
barre, de poutre et de coque à 3 n÷uds sont proposées dans la thèse de Martini
[MAR08, ARN11], et la formulation MSP de l'élément de coque à 4 n÷uds est
décrite par Boubaker [BOU12].

Formulation MSP pour l'élément volumique

Nous allons maintenant proposer la formulation MSP pour l'élément solide hexa-
édrique à 8 n÷uds (�gure 2.16), qui est utilisé pour modéliser le stator étudié dans
ce manuscrit.

Le numérateur de l'équation 4.9 est la somme des énergies élémentaires. Avec la
loi de comportement Hp,j en 3D, l'énergie interne pour l'élément solide H8 est calcu-
lée au centre de l'élément, elle est supposée constante sur tout le volume élémentaire
et est de la forme :

πelemint =
1

2
εTp,jHp,jεp,jVp,j (4.13)

Il a été discuté dans le chapitre 2 (section 2.6.2) de la modélisation du stator
constitué de tôles empilées en un matériau homogène isotrope. A�n de pouvoir dis-
tinguer les modules d'élasticité dans les directions x, y et z du stator dans l'étude
de variabilité, le matériau est modélisé par un comportement anisotrope. En consi-
dérant les modules d'Young égaux suivant les directions x et y de la section du
stator, le comportement est ici orthotrope. La loi de Hooke 3D suivante est donc
considérée, en tenant compte de propriétés matériau possiblement di�érentes dans
les trois directions de l'espace :


σxx
σyy
σzz
σxy
σxz
σyz

 =
1

a



(1−νyzνzy)

EyEz

(νyz−νzxνyz)

EyEz

(νzx−νyzνzy)

EyEz
(νxy−νxzνzy)

ExEz

(1−νzxνxz)
ExEz

(νzy−νzxνxy)

ExEz
(νxz−νxyνyz)

ExEy

(νyz−νyxνxz)

ExEy

(νxz−νxyνyz)

ExEy

aGxy

aGxz

aGyz




εxx
εyy
εzz

2εxy
2εxz
2εyz


avec les notations a = 1−νyzνzy−νzxνxz−νxyνyx−2νyzνzxνxy

ExEyEz
et Gij = Ei

2(1+νij)
, où Ei est

le module d'Young, νij est le coe�cient de Poisson, Gij est le module de cisaillement
et en considérant les indices i et j étant les directions des propriétés matériau.

En ce qui concerne le dénominateur de l'équation 4.9, l'énergie cinétique pour
l'élément solide H8 peut s'écrire en considérant une modélisation de la masse en
matrice diagonale :

πelemcin = ρp,jVp,jφ
T
0,jI

mφ0,j/N (4.14)
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où ρp,j est la masse volumique élémentaire perturbée, Vp,j est le volume élémen-
taire, Im une matrice d'identité dans laquelle les termes d'inertie de translation sont
unitaires alors que les termes d'inertie de rotation sont nuls, φ0,j est le vecteur propre
élémentaire nominale et N le nombre de n÷uds de l'élément solide.

Le rapport de la somme des énergies internes élémentaires 4.13 sur la somme des
énergies cinétiques élémentaires 4.14 constitue donc la formulation MSP concernant
l'élément 3D solide d'une pulsation propre perturbée. Cette formulation met en
évidence les paramètres du matériau (modules de Young et masse volumique), ce
qui permet de les considérer comme paramètres aléatoires.

Formulation MSP pour l'élément masse

La formulation MSP pour l'élément de masse est écrit avec l'énergie cinétique
d'un élément de masse ponctuelle suivante :

πmassecin = massep,jφ
T
0,jI

mφ0,j (4.15)

où massep,j est la masse perturbée attribuée au n÷ud.

4.4.2 Organigramme de la méthode MCS-MSP

Figure 4.1 � Organigramme de la méthode MCS-MSP pour le calcul de fréquences
propres

La formulation MSP, qui vient d'être présentée, est associée à la méthode nom-
mée MCS-MSP car cette méthode est associée à des simulations de Monte-Carlo.
La �gure 4.1 présente l'organigramme de la méthode MCS-MSP pour calculer les
fréquences propres. Le code éléments �nis (EF) utilisé dans le cadre de cette thèse
est Nastran [NAS12]. La formulation MSP présentée a montré la nécessité d'extraire
les déformations modales et les vecteurs propres de l'analyse modale (sol 103) en
con�guration nominale. Ces sorties sont écrites dans un �chier texte de type *.pch,
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l'aspect informatique pourrait être amélioré. Ensuite, ces informations, la connec-
tivité (n÷uds, éléments) et les propriétés matériaux sont importées et réorganisées
dans Matlab [MAT11], a�n de coder la méthode MCS-MSP. Les termes constants,
non perturbés, de l'énergie interne et de l'énergie cinétique sont préalablement calcu-
lés. Des simulations de Monte-Carlo sont ensuite e�ectuées sur la formulation MSP
(équation 4.12), pour un nombre t de tirages égal à 10,000. A partir des t fréquences
propres perturbées calculées, on construit les informations stochastiques : moyenne,
écart type, coe�cient de variation et densité de probabilité.

Spéci�cations de la méthode MCS-MSP

L'organigramme de la méthode MCS-MSP (�gure 4.1) met en avant le carac-
tère non intrusif de la méthode, soit aucune modi�cation du code éléments �nis.
Les codes EF utilisés dans l'industrie (Nastran, Abaqus, Ansys, ...), et tout code EF
d'une manière générale, sont compatibles avec cette approche. Les méthodes d'échan-
tillonnage de type Monte-Carlo sont couteuses en temps de calcul lorsqu'elles font
appel à chaque tirage au code EF. La méthode MCS-MSP est une méthode de simu-
lations de Monte-Carlo, elle e�ectue des tirages sur la formulation semi-analytique
MSP et donc met en avant un aspect économique très intéressant. De plus, la formu-
lation MSP montre un coût proportionnel au nombre EF du modèle et au nombre
de modes propres utilisé, ceci est discuté à l'issue des exemples. Concernant l'as-
pect stochastique, la méthode est quasiment indépendante du nombre de variables
aléatoires et est compatible avec un niveau bas ou élevé de variabilité.

4.4.3 Application : stator simpli�é

Dans cette partie nous appliquons la méthode des éléments �nis et la méthode
MCS-MSP sur un modèle simpli�é du stator de la machine électrique. Tout d'abord,
on présente le modèle du stator simpli�é, la convergence de chaque méthode et
le choix du maillage. On s'intéresse ensuite à valider la méthode MCS-MSP en
con�guration nominale, puis avec prise en compte de la variabilité. Le mécanisme
de propagation des incertitudes est discuté. En�n le coût numérique de la méthode
MCS-MSP est présenté.

Présentation

Le comportement vibratoire du stator est ici étudié avec un modèle géométrique
simpli�é, soit un cylindre creux (�gure 4.2), ayant le volume du stator avec dents. Le
matériau cuivre n'est donc pas représenté, l'unique matériau constitutif du stator
est l'acier et il est modélisé avec un comportement élastique homogène isotrope.
Les propriétés du matériau sont : le module d'Young E = 200 GPa, le coe�cient de
Poisson ν = 0.3 et la masse volumique ρ = 7500 Kg/m3. L'analyse modale considérée
est de type libre-libre, sans conditions aux limites.

A�n d'étudier la convergence des méthodes EF et MCS-MSP, 7 maillages sont
réalisés avec une discrétisation employant des éléments solides hexaédriques à 8
n÷uds (H8). Le tableau 4.2 présente les di�érents maillages avec la discrétisation, le
nombre de n÷uds et le nombre d'éléments associés. La �gure 4.3 présente le maillage
3 à 1872 n÷uds. Le maillage 8 est considéré très �n, il est pris par la suite comme
maillage de référence.
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Figure 4.2 � Modèle géométrique du stator simpli�é

Nombre de
découpage
dans le

sens radial

Nombre de
découpage
dans le

sens axial

Nombre de
n÷uds
total

Nombre
d'éléments

total

Maillage 1 1 4 120 48
Maillage 2 2 8 648 384
Maillage 3 3 12 1872 1296
Maillage 4 4 16 4080 3072
Maillage 5 5 20 7560 6000
Maillage 6 6 24 12600 10368
Maillage 8 8 32 38016 24576

Tableau 4.2 � Maillages étudiés

Figure 4.3 � Maillage 3 du stator simpli�é à 1872 n÷uds et 1296 éléments H8

Les 12 premiers modes propres associés à ces fréquences propres sont représentés
sur la �gure 4.4 pour le maillage 6. Les formes modales présentées dans cette �gure
peuvent être nommées selon la déformation subie par chaque mode. On considère la
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notation de mode (i , j ) où i est le nombre de lobes vu dans le plan radial et j au
niveau axial. Le premier mode, par exemple, est un mode de la forme (2,0). Lorsque
la déformation modale est inexistante au niveau axial, soit j=0 , le mode est dit
radial. Ces types de déformation sont précisés pour chaque mode dans le tableau
4.3.

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

Figure 4.4 � Modes propres de 1 à 12 du stator simpli�é calculés par Nastran

Convergence du maillage EF

Fréquence
propre

M 1 M 2 M 3 M 4 M 5 M 6 M 8 Type de
mode

1 2331 2143 2102 2087 2080 2076 2071 (2,0)
2 2588 2688 2688 2687 2686 2685 2684 (2,1)
3 6068 5624 5507 5463 5442 5431 5414 (3,0)
4 6146 6324 6331 6329 6327 6326 6323 (3,1)
5 6295 6429 6453 6461 6465 6467 6468 �exion
6 6863 7361 7467 7504 7522 7532 7542 (0,1)
7 6935 7630 7636 7638 7639 7640 7640 (0,0)
8 7153 8562 8917 8918 8918 8918 8918 (2,1)
9 7651 8674 8950 9096 9129 9135 9143 (0,2)
10 8617 9016 9090 9116 9165 9203 9243 �exion
11 7440 8910 9018 9143 9202 9235 9267 (0,2)
12 8167 9045 9348 9454 9504 9494 9466 (4,0)

Tableau 4.3 � Fréquences propres EF (Hz) de 1 à 12 du stator simpli�é calculées par
Nastran pour les 7 maillages
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Il est important de véri�er l'in�uence de la discrétisation du maillage sur le calcul
des fréquences propres nominales a�n d'identi�er le maillage adapté à une bonne
précision des résultats. Pour étudier la convergence par la méthode des éléments
�nis, une analyse modale avec le code Nastran est e�ectuée pour chaque maillage du
tableau 4.2. Les 12 premières fréquences propres EF sont présentées en Hz dans le
tableau 4.3 pour chaque maillage M, représentant une plage de fréquences de 2000
à 10000 Hz.

A�n d'observer la convergence des 4 premières fréquences, les résultats EF de ce
tableau sont représentés sur la �gure 4.5. La convergence des fréquences 1 et 3 se
fait par valeurs supérieures, et celle des fréquences 2 et 4 est obtenue rapidement
par valeurs inférieures.
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Figure 4.5 � Fréquences propres 1, 2, 3 et 4 calculées par la méthode EF en fonction
du nombre de n÷uds du maillage

On considère ici un maillage convergé lorsque l'écart relatif, entre deux maillages
de �nesse successive, est inférieur à 1% . Ce critère est retenu pour décider de
la convergence du modèle EF Nastran du stator simpli�é. Les écarts relatifs sont
présentés dans le tableau 4.4. On observe une réduction de l'écart relatif avec l'aug-
mentation du nombre de n÷uds. L'écart relatif entre les maillages 4 et 5 est inférieur
à 1% pour les 12 premières fréquences propres. Le maillage 4 du stator simpli�é est
ainsi considéré comme convergé pour le calcul des fréquences propres par la méthode
des éléments �nis implémentée dans le solveur Nastran.
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Fréquence propre Écart 1/2 Écart 2/3 Écart 3/4 Écart 4/5

1 8.81 1.94 0.71 0.33
2 -3.69 -0.01 0.05 0.03
3 7.89 2.13 0.8 0.38
4 -2.82 -0.1 0.03 0.03
5 -2.09 -0.37 0.13 -0.06
6 -6.77 -1.41 0.51 -0.24
7 -9.1 -0.1 0.03 -0.01
8 -16.46 -3.98 0.01 0
9 -11.79 -3.08 -1.6 -0.36
10 -4.43 -0.8 -0.28 -0.53
11 -16.5 -1.2 -1.37 -0.64
12 -9.71 -3.24 -1.13 -0.52

Tableau 4.4 � Écart relatifs (%) entre 2 maillages sur les fréquences propres EF du
stator simpli�é calculées par Nastran

Convergence du maillage MSP

Une étude de convergence est également réalisée en utilisant la formulation MSP
pour calculer les fréquences propres (équation 4.12). Le tableau 4.5 présente les 12
premières fréquences propres. La plupart des fréquences MSP convergent par valeurs
inférieures. Les écart relatifs entre les maillages sont proposés dans le tableau 4.6. A
l'aide du même critère de convergence que pour la méthode EF, soit un écart relatif
inférieur à 1% entre deux maillages successifs, le tableau montre que le maillage 5 est
considéré comme convergé pour le calcul de fréquences propres par la formulation
MSP.

On remarque que le maillage convergé pour la formulation MSP est plus �n que
celui obtenu pour la méthode par éléments �nis. La formulation MSP (équation 4.12)
et la formulation de l'élément solide H8 de Nastran sont e�ectivement di�érentes.
Ceci a été déjà observé par d'autres types d'éléments �nis dans [MAR08].

Fréquence propre M1 M2 M3 M4 M5 M6

1 982 1893 1993 2026 2041 2049
2 124 2404 2560 2614 2639 2653
3 3391 5035 5243 5314 5346 5364
4 9428 5689 6037 6060 6219 6250
5 5980 6351 6417 6441 6452 6458
6 6608 7303 7441 7490 7513 7526
7 4608 7625 7637 7639 7640 7640
8 4576 7955 8844 8877 8892 8900
9 7589 8027 8676 8941 9122 9131
10 8461 8977 9073 9107 9066 9134
11 4592 8753 8729 8981 9098 9162
12 4330 8310 9009 9261 9379 9383

Tableau 4.5 � Fréquences propres MSP (Hz) de 1 à 12 du stator simpli�é pour les 6
premiers maillages
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Fréquence propre Écart 1/2 Écart 2/3 Écart 3/4 Écart 4/5 Écart 5/6

1 -48.14 -5.04 -1.64 -0.74 -0.4
2 -48.44 -6.1 -1.63 -0.95 -0.51
3 -32.64 -3.97 -2.07 -0.61 -0.33
4 -39.74 -5.78 -1.34 -0.93 -0.5
5 -5.84 -1.04 -2.01 -0.17 -0.09
6 -9.52 -1.85 -0.37 -0.3 -0.17
7 -39.56 -0.15 -0.66 -0.01 -0.01
8 -42.48 -10.05 -0.03 -0.17 -0.09
9 -5.45 -7.48 -2.96 -1.99 -0.09
10 -5.74 -1.06 -0.37 0.45 -0.75
11 -47.54 0.28 -2.81 -1.29 -0.7
12 -47.89 -7.77 -2.72 -1.26 -0.04

Tableau 4.6 � Écarts relatifs (%) entre 2 maillages sur les fréquences propres MSP
du stator simpli�é

Choix du maillage et validation de MSP au nominal

A�n de valider la formulation MSP au nominal, on compare les fréquences
propres MSP à celles calculées par la méthode des éléments �nis. Le tableau 4.7
montre cette comparaison pour les maillages 4, 5 et 6 en évaluant l'erreur relative
entre les fréquences propres nominales MSP et EF. Pour le maillage 4, qui est le
maillage convergé pour le calcul EF, les erreurs observées sont toutes inférieures à
3%. Les erreurs sont inférieures à 2% pour le maillage 5, qui est le maillage convergé
pour la formulation MSP. En�n pour le maillage 6, les erreurs sont au maximum de
l'ordre de 1%. On constate donc que les erreurs relatives sont très faibles entre la
formulation MSP et la méthode EF.

Dans cette comparaison, on choisit le maillage 6 comme valide pour la prise en
compte de la variabilité par la formulation MSP dans le paragraphe 4.4.3.

Fréquence propre Maillage 4 Maillage 5 Maillage 6
1 -2.93 -1.88 -1.3
2 -2.69 -1.73 -1.21
3 -2.74 -1.77 -1.23
4 -2.65 -1.71 -1.19
5 -0.31 -0.2 -0.14
6 -0.19 -0.12 -0.08
7 0 0 0
8 -0.46 -0.3 -0.21
9 -1.71 -0.07 -0.05
10 -0.1 -1.09 -0.75
11 -1.78 -1.13 -0.78
12 -2.04 -1.31 -1.16

<3% <2% <1.3%

Tableau 4.7 � Erreurs relatives (%) MSP / EF sur les fréquences propres pour les
maillages 4, 5 et 6

Une dernière comparaison, pour con�rmer le choix du maillage 6 pour MSP,
consiste à calculer l'erreur relative entre les fréquences MSP pour ce maillage 6 et
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les fréquences EF pour le maillage 8 pris comme référence pour son extrême �nesse.
Le tableau 4.8 présente des erreurs relatives très faibles, soit une erreur maximale
de l'ordre de 1%. Ces résultats con�rment le choix du maillage 6 pour la prise en
compte de la variabilité avec la méthode MCS-MSP.

Fréquence propre Erreur relative MSP(M6)/EF(M8)
1 -1.04
2 -1.17
3 -0.93
4 -1.16
5 -0.15
6 -0.21
7 0
8 -0.2
9 -0.13
10 -1.17
11 -1.13
12 -0.88

Tableau 4.8 � Erreurs relatives (%) MSP avec le maillage 6 / EF avec le maillage 8
(référence) sur les fréquences propres

Choix des paramètres incertains et de la loi de distribution

De part la conception du stator en tôles empilées et des choix de modélisation
du matériau présentés dans le chapitre 2 (section 2.6.2), les propriétés matériau sont
ciblées comme paramètres d'intérêt dans l'étude avec variabilité. Les propriétés sont
le module d'Young E , le coe�cient de Poisson ν et la masse volumique ρ. Une
analyse de sensibilité de ces paramètres sur les fréquences propres a montrée que
le coe�cient de Poisson n'est pas un paramètre in�uent. Les modules d'Young des
3 directions de l'espace, ainsi que la masse volumique, sont pris comme variables
aléatoires. La variabilité en entrée est imposée sur ces paramètres suivant une loi de
distribution gaussienne tronquée à +/- 3σ autour de la valeur nominale (�gure 4.6),
soit 99.7% de la probabilité des tirages aléatoires. Ce type de loi est représentatif de
nombreux phénomènes physiques. Pour rappel, le coe�cient de variation (C.o.V.) est
le rapport de l'écart-type σ sur la moyenne m, il représente le niveau de variabilité
des paramètres d'entrée et de sortie.

Figure 4.6 � Distribution d'une loi normale centrée réduite avec la correspondance
entre les écarts types et les probabilités de tirages
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Les modules d'Young dans les deux directions de la section du stator sont consi-
dérés identiques dans l'étude qui suit, le nombre de variables aléatoires du problème
est donc au maximum de 3 : (Ex=Ey), Ez et ρ. La méthode MCS-MSP est également
compatible avec une modélisation des propriétés matériau en champs aléatoires, ce
qui permet d'observer l'in�uence de la longueur de corrélation [MAH13].

Validation de MCS-MSP avec prise en compte de la variabilité

Après la validation de la formulation MSP au nominal, il s'agit ici de valider
la méthode MCS-MSP avec prise en compte de la variabilité. La méthode de réfé-
rence choisie, a�n de faire cette validation est la méthode de Monte-Carlo directe
(Monte-Carlo Simulation, MCS) appliquée sur le modèle éléments �nis Nastran. On
réalise 10,000 tirages aléatoires de type MCS sur le modèle Nastran et sur le modèle
MSP (équation 4.12) du stator simpli�é. Ce nombre de tirages choisi correspond à
une convergence observée pour di�érents nombres de tirages testés. Les quantités
statistiques d'intérêt sont la moyenne, l'écart-type et la distribution des fréquences
propres perturbées.
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Figure 4.7 � Comparaison des densités de probabilité obtenues avec MCS et MCS-
MSP des 4 premières fréquences propres - Niveau de variabilité C.o.V.(Ex=Ey)=5%
et C.o.V.(Ez)=5%

Le niveau de variabilité est ici choisi modéré sur les paramètres d'entrée, soit
les coe�cients de variation C.o.V.(Ex=Ey) = 5% et C.o.V.(Ez) = 5%. La �gure 4.7
présente une comparaison entre les densités de probabilités MCS et MCS-MSP des 4
premières fréquences propres. Nous constatons que les fréquences propres perturbées
sont dispersées suivant une distribution proche de celle d'une loi normale de type
Gauss, avec une légère dissymétrie. Les densités de probabilité montrent une très
bonne cohérence des dispersions obtenues avec les deux méthodes stochastiques MCS
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et MCS-MSP. Le tableau 4.9 présente les résultats en moyenne, écart-type et erreurs
relatives entre MCS et MCS-MSP pour les 8 premières fréquences propres. L'erreur
relative sur la moyenne est toujours inférieure à 1.3% et est très proche de 0% pour
plusieurs fréquences. Pour l'écart type, cette erreur est toujours inférieure à 1%. Les
erreurs constatées sont très faibles et permettent de valider la méthode MCS-MSP
avec la prise en compte de la variabilité.

La méthode MCS-MSP a aussi été utilisée pour des niveaux de variabilité élevés
sur les paramètres d'entrée par [BOU12, DRU13, DRU14], les erreurs observées
sur l'écart-type sont toujours inférieures à 5% pour des modèles à éléments �nis
de coque, même pour un C.o.V.=20%. La méthode MCS-MSP est donc également
compatible avec un niveau de variabilité élevé.

MCS-MSP MCS Erreur relative
Fréquence
propre

Moyenne Écart-
type

Moyenne Écart-
type

Erreur
sur la

moyenne

Erreur
sur

l'écart-
type

1 2049 49.1 2076 49.6 -1.29% -1.00%
2 2653 64.8 2685 65 -1.18% 0.78%
3 5364 128.2 5430 129.3 -1.21% -0.85%
4 6250 152.3 6324 153.5 -1.17% -0.78%
5 6458 158.7 6466 158.2 -0.12% 0.32%
6 7526 185.2 7531 185.5 -0.07% -0.16%
7 7640 186.1 7638 185.4 0.02% 0.38%
8 8900 215.6 8916 215.2 -0.19% 0.19%

Tableau 4.9 � Moyenne et écart-type (Hz) des fréquences propres perturbées du
stator simpli�é par les méthodes MCS et MCS-MSP - Erreurs relatives (%) MCS-
MSP / MCS - Niveau de variabilité C.o.V.(Ex=Ey)=5% et C.o.V.(Ez)=5%

Mécanisme de propagation des incertitudes

A l'aide de la méthode MCS-MSP, on étudie ici le mécanisme de propagation des
incertitudes, soit observer le niveau de variabilité en sortie (sur une fréquence propre)
par rapport au niveau de variabilité en entrée (sur les propriétés matériau) et ceci
pour di�érents choix de variables aléatoires. Deux niveaux de variabilité sont choisis
en entrée, un niveau de variabilité modéré C.o.V.=5% et un niveau de variabilité
élevé C.o.V.=15%. L'information stochastique observée est le coe�cient de variation
des 4 premières fréquences propres, elle est reportée dans le tableau suivant.

Le tableau 4.10 permet de faire plusieurs observations sur le mécanisme de la
propagation des incertitudes sur le stator simpli�é avec la méthode MCS-MSP pour
les quatre premières fréquences propres, également valables pour les 8 fréquences
suivantes. :

� Le C.o.V. sur la fréquence propre est toujours inférieur à celui appliqué aux
variables aléatoires d'entrée et varie très peu d'un mode à l'autre.

� Le module d'Young Ex=Ey et la masse volumique ρ sont les paramètres in-
�uents la variabilité des fréquences propres.

� L'in�uence du paramètre Ez est négligeable. En e�et, les 4 premiers modes
propres étudiés ici sont des modes radiaux (�gure 4.4). De plus, même lorsque
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Variables
aléatoires

C.o.V. C.o.V.(f1) C.o.V.(f2) C.o.V.(f3) C.o.V.(f4)

Ex=Ey
5% 2.4% 2.4% 2.4% 2.4%
15% 7.2% 7.3% 7.1% 7.3%

Ez
5% 0.1% 0% 0.1% 0%
15% 0.2% 0.1% 0.2% 0.1%

ρ
5% 2.5% 2.5% 2.5% 2.5%
15% 7.5% 7.5% 7.5% 7.5%

Ex=Ey
et Ez

5% 2.4% 2.4% 2.4% 2.5%
15% 7.2% 7.4% 7.2% 7.4%

Ex=Ey ,
Ezet ρ

5% 3.4% 3.5% 3.4% 3.4%
15% 10.6% 10.7% 10.6% 10.7%

Tableau 4.10 � Coe�cient de variation des quatre premières fréquences propres cal-
culées par la méthode MCS-MSP pour deux niveaux de variabilité sur les propriétés
de matériau

les déformations sont radiale et axiale, les fréquences 2 et 4 ne sont pas impactés
par la variabilité de Ez.

� Plus la variabilité en entrée est élevée, plus la variabilité en sortie est élevée.
Une certaine linéarité entre la variabilité d'entrée et la variabilité de sortie est
constatée.

� L'augmentation du nombre de paramètres variables en entrée n'induit pas un
cumul des variabilités en sortie mais la variabilité augmente toutefois, car les
paramètres (E et ρ) sont de nature di�érente. En e�et, par exemple pour
la première fréquence propre, les variabilités de sortie sont C.o.V.(f1)=2.4%
pour C.o.V.(Ex=Ey)=5% et C.o.V.(f1)=2.5% pour C.o.V.(ρ)=5%. Et lorsque
les deux variables aléatoires sont considérées en même temps C.o.V.(f1)=3.4%
pour un C.o.V.(Ex=Ey, ρ)=5%.

A l'inverse, le phénomène de compensation induit une baisse du niveau de variabi-
lité en sortie lorsque le nombre de variables aléatoires de même nature augmente
[BOU12].

Coût numérique de la méthode MCS-MSP

Dans ce paragraphe, nous mettons en avant le caractère économique de la mé-
thode MCS-MSP. Cette méthode permet en e�et de gagner un temps signi�catif pour
étudier la variabilité de fréquences propres puisque les simulations de Monte-Carlo
sont réalisées sur la formulation MSP présentée alors que la méthode de Monte-Carlo
directe MCS sollicite à chaque tirage un code éléments �nis.

Le gain de la méthode MCS-MSP par rapport la méthode MCS est présenté
en FLOPS, soit le nombre d'opération à virgule �ottante pour l'algorithme utilisé.
L'ordre de ce gain pour un tirage est exprimé selon la relation :

O(Gain) =
FLOPS(MCS)

FLOPS(MCS −MSP )
(4.16)

Pour le code éléments �nis Nastran, l'algorithme pour l'analyse modale (solveur
SOL 103) est celui de Lanczos. D'après le manuel [NAS09] de l'éditeur MSC du
solveur, le nombre d'opérations de cet algorithme est de l'ordre de Nb2m, avec N
est le nombre de degrés de liberté (ddl), b la demi-largeur de bande et m le nombre
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de modes retenus. Pour la méthode MCS-MSP, avec l'équation 4.12, le nombre de
FLOPS est de l'ordre de Nm.

Le gain en FLOPS est donc de l'ordre de b2 pour un tirage de Monte-Carlo. Il
est à noter que la demi-largeur de bande b augmente avec le nombre de ddl. Pour
di�érentes discrétisations du modèle de stator simpli�é, la �gure 4.8 montre l'ordre
du gain en fonction de la �nesse du maillage, cette courbe est approchée par la
fonction suivante :

O(Gain) = 0.411 ∗N1.475 (4.17)

L'intérêt de la méthode MCS-MSP est donc évident pour étudier la variabilité
sur un modèle industriel, possiblement à plusieurs milliers de degrés de liberté. Les
gains MCS-MSP ont également été présentés par [DRU13, DRU14] sur un modèle
de caisse nue automobile à 840,000 ddls. Sur ce modèle constitué essentiellement
d'éléments de coque, le gain est 2500 en temps CPU, le coût des simulations MCS-
MSP est équivalent à celui de 4 analyses par éléments �nis déterministes.
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Figure 4.8 � Ordre du gain MCS-MSP / MCS en FLOPS en fonction du nombre
de n÷uds du modèle pour un tirage

4.4.4 Application industrielle : stator

Présentation du modèle

Dans le cadre de la machine électrique présentée dans le chapitre 2, la méthode
MCS-MSP est ici appliquée sur un modèle de stator avec dents pour étudier la
variabilité des fréquences propres. Ce modèle est composé de 53568 n÷uds et 40320
éléments hexaédriques à 8 n÷uds (�gure 4.9). La discrétisation de ce modèle a été
choisi avec le meilleur compromis possible entre le nombre de n÷uds et la précision
des résultats. Ce modèle a été présenté dans la section 2.6.2, ainsi que les modes et
les fréquences propres du stator sur la plage d'intérêt.
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Figure 4.9 � Maillage du stator à 55368 n÷uds et 40320 éléments H8

Mécanisme de propagation des incertitudes

Pour deux niveaux de variabilité modéré et élevé, respectivement 5% et 15%,
imposés sur les paramètres matériau, on observe le C.o.V. des fréquences 1 à 4 dans
le tableau 4.11. La comparaison entre ces résultats sur le stator avec dents (tableau
4.11) et ceux sur le stator simpli�é (tableau 4.10) montre des coe�cients de variation
très proches voire identiques. Cela peut expliquer par le fait que tous les modes
étudiés sont des modes globaux. En e�et, les modes pour lesquels la déformation
modale est localisée aux dents sont à hautes fréquences et ne sont pas dans la plage
d'intérêt. En considérant la simplicité du modèle et le gain en temps de calcul, il
est très intéressant d'étudier la variabilité des fréquences propres avec le modèle de
stator simpli�é.

C.o.V. C.o.V.(f1) C.o.V.(f2) C.o.V.(f3) C.o.V.(f4)

Ex=Ey
5% 2.3% 2.4% 2.3% 2.4%
15% 7% 7.3% 7% 7.2%

Ez
5% 0.2% 0% 0.2% 0.1%
15% 0.5% 0.1% 0.5% 0.2%

ρ
5% 2.5% 2.5% 2.5% 2.5%
15% 7.5% 7.5% 7.5% 7.5%

Ex=Ey
et Ez

5% 2.3% 2.4% 2.3% 2.4%
15% 6.9% 7.3% 6.9% 7.2%

Ex=Ey,
Ez et ρ

5% 3.3% 3.4% 3.3% 3.4%
15% 10.3% 10.5% 10.3% 10.5%

Tableau 4.11 � Coe�cient de variation des quatre premières fréquences propres
calculées par la méthode MCS-MSP pour deux niveaux de variabilité 5% et 15%
sur les propriétés matériau du stator

Les observations faites dans la section précédente sur le tableau 4.10 sont ainsi
valables pour le modèle du stator avec dents. Notamment, l'in�uence du module
d'Young axial est négligeable. Ce constat permet de revenir sur les choix de modéli-
sation concernant le stator réalisés au chapitre 2. Le stator est en réalité formé d'un

131



empilement de tôles modélisé dans ce manuscrit par un unique solide. Le module
d'Young axial est donc modélisé d'une manière approchée, mais ceci n'a aucune
incidence sur le comportement vibratoire au vu de l'étude de la variabilité.

4.5 La méthode MCS-MSP pour la réponse en fré-
quence

Après l'analyse modale, on s'intéresse à la fonction de réponse en fréquence
(FRF) pour étudier la variabilité du comportement vibratoire de la machine. Comme
précédemment, les propriétés matériau sont considérées incertaines. Après introduc-
tion de la perturbation sur les FRFs, la formulation MSP pour la réponse en fré-
quence est présentée. La validation de MSP au nominal puis avec prise en compte
de la variabilité est proposée pour l'application du stator simpli�é. Le mécanisme
de propagation des incertitudes est ensuite interprété. En�n, le coût numérique de
la méthode MCS-MSP pour les FRFs est discuté.

Les équations de la réponse en fréquence sans perturbation ont été présentées
dans le deuxième chapitre (section 2.4.3). Dans un système mécanique avec para-
mètres variables, les quantités énoncées sont toutes perturbées. Les équations 2.87,
2.88, 2.89 et 2.90 s'écrivent maintenant de la manière suivante :

(−ω2m̃p + jωc̃p + k̃p)qp(ω) = Φ̂T
p f(ω) (4.18)

avec :

m̃p = Φ̂T
pMpΦ̂p

c̃p = Φ̂T
pCpΦ̂p (4.19)

k̃p = Φ̂T
pKpΦ̂p

Hp(ω) = (−ω2m̃p + jωc̃p + k̃p)
−1 (4.20)

qp(ω) = Hp(ω)Φ̂T
p f(ω) (4.21)

up(ω) = Φ̂pHp(ω)Φ̂T
p f(ω) (4.22)

Amortissement L'amortissement est considéré de type modal. Dans les analyses
de réponse en fréquence, il sera ajouté à la réponse dynamique du système de manière
proportionnelle à la masse et à la rigidité. La matrice d'amortissement modal est
alors diagonale dont le i -ème terme diagonale est :

c̃i = 2ζi

√
k̃im̃i (4.23)

où ζi est le coe�cient d'amortissement modal pour le mode i. Le fait que cette
matrice soit diagonale est un avantage pour la formulation, ce qui ne pas toujours
le cas si on choisit un autre type d'amortissement.
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4.5.1 Aspects théoriques

Formulation MSP générale

L'hypothèse de stabilité modale présentée au paragraphe 4.3, soient les modes
perturbés et nominaux égaux Φp = Φ0, signi�e que les déplacements sont projetés
sur la base nominale :

ūp =
m∑
i=1

φi0qi = Φ̂0qp (4.24)

oùm est le nombre de modes retenus, Φ̂0 est la matrice modale nominale tronquée
au mode m, φi0 est le i -ème mode propre nominal et qi est la i -ème composante du
vecteur des coordonnées modales.

Les termes indiqués par une barre superposée identi�ent les quantités à calculer
par la formulation MSP. Les équations 2.87, 2.88, 2.89 et 2.90 s'écrivent de la manière
suivante :

(−ω2 ¯̃mp + jω¯̃cp +
¯̃
kp)qp(ω) = Φ̂T

0 f(ω) (4.25)

avec :

¯̃mp = Φ̂T
0MpΦ̂0

¯̃cp = Φ̂T
0CpΦ̂0 (4.26)

¯̃
kp = Φ̂T

0KpΦ̂0

H̄p(ω) = (−ω2 ¯̃mp + jω¯̃cp +
¯̃
kp)
−1 (4.27)

q̄p(ω) = H̄p(ω)Φ̂T
0 f(ω) (4.28)

ūp(ω) = Φ̂0H̄p(ω)Φ̂T
0 f(ω) (4.29)

Comme pour la formulation MSP pour l'analyse modale, on souhaite éviter l'ex-
traction des matrices élémentaires de rigidité du modèle éléments �nis. Pour la
matrice de rigidité modale, on utilise l'expression suivante :

¯̃
kp =

n∑
j=1

ˆ
Vp,j

ξTp,jHp,jξp,jdV (4.30)

où n est le nombre d'éléments �nis et ξp,j est la matrice élémentaire des dé-
formations modales. Les colonnes de cette matrice sont les déformations modales
élémentaires pour chaque mode.

Pour la masse modale ¯̃mp, on construit une matrice de masse élémentaire diago-
nale, son expression est la suivante :

¯̃mp =
n∑
j=1

Φ̂T
0,jmp,jΦ̂0,j (4.31)
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La matrice d'amortissement ¯̃cp est obtenue d'après l'équation 4.23 en utilisant
¯̃
kp et ¯̃mp. On peut alors résoudre les équations 4.25 et déduire les déplacements
avec l'équation 4.29, ce qui constitue la formulation MSP pour la FRF. Comme la
formulation pour l'analyse modale, la formulation MSP pour la FRF met en évidence
les paramètres matériau qui peuvent être considérés comme variables aléatoires.
L'organigramme de la méthode MCS-MSP pour la FRF est présenté sur la �gure
4.10, des simulations de Monte-Carlo sont e�ectuées sur la formulation a�n d'obtenir
les informations stochastiques d'intérêt.

Figure 4.10 � Organigramme de la méthode MCS-MSP pour la réponse en fré-
quence

Considérations sur les matrices modales

Les matrices modales obtenues des équations 4.19 sont diagonales. Cette topo-
logie est une conséquence directe de la propriété d'orthogonalité entre les modes
propres et les matrices caractéristiques M et K. La diagonalité implique le décou-
plage des équations de la dynamique et facilite la résolution.

En revanche dans les équations 4.26, l'orthogonalité n'est plus respectée car on
n'utilise pas les modes propres perturbés. L'équation 4.32 montre la topologie des
matrices de rigidité modales obtenues par une méthode classique (équations 4.19)
et par la formulation MSP (équations 4.26).

K̃p =


•
•

. . .
•


m×m

¯̃
Kp =


• • • •
• • • •
• • . . .

...
• • · · · •


m×m

(4.32)
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K̃p et ¯̃
Kp représentent respectivement les matrices de rigidité calculées par la

méthode EF classique et par la formulation MSP. Les matrices modales de la formu-
lation MSP sont donc pleines et nécessitent une véritable inversion matricielle. La
matrice H̄p de l'équation 4.27 doit être réalisée à chaque tirage avec le coût d'une
inversion. Ces matrices modales ont toutefois l'avantage d'être de petite taille, égale
au nombre de modes retenus dans la superposition modale. Ce nombre, dans le plu-
part des cas, est beaucoup plus faible que le nombre de degré de liberté du modèle,
surtout pour une application industrielle. L'opération d'inversion n'est donc pas très
couteuse, contrairement à des simulations de Monte-Carlo directe exploitant l'équa-
tion 4.20. Dans cette dernière, en e�et, pour obtenir les matrices modales il faut
calculer les modes propres perturbés et donc résoudre un problème aux valeurs et
vecteurs propres perturbés d'ordre N (nombre de degrés de liberté) pour chaque
tirage.

Erreur de troncature

Théoriquement, le nombre de modes d'un modèle éléments �nis est égal au
nombre N de degrés de liberté du modèle. Si tous les modes sont utilisés, la tech-
nique de superposition modale fournit la solution exacte. Mais comme il a été dit
précédemment, on exploite seulement une base tronquée Φ̂ constituée de m modes,
correspondant à l'intervalle fréquentiel d'intérêt. La résolution directe est une mé-
thode exacte mais trop coûteuse, elle correspond au solveur SOL 108 (Réponse di-
recte en fréquence) de Nastran [NAS12], alors que la résolution avec base tronquée
correspond au solveur SOL 111 (Réponse modale en fréquence).

Cette technique entraine ainsi une erreur dite de troncature, que ce soit pour
MSP ou pour la méthode des éléments �nis (EF). Plusieurs techniques existent pour
limiter cette erreur de troncature, des techniques de correction statique [MAC71] ou
dynamique sont utilisées, ou une technique pragmatique utilisée dans l'industrie
consistant à choisir une base modale tronquée incluant les modes jusqu'à 2f ou 3f.
Nous adoptons dans ce chapitre cette dernière pratique.

Par ailleurs, il a été montré par [MAR08] que la formulation MSP pour la FRF
fournit des résultats exacts lorsque m = N . Les approximations faites par les formu-
lations MSP pour l'analyse modale (section 4.4) et pour la FRF sont donc de nature
di�érente. L'approximation MSP pour la FRF est liée à une erreur de troncature,
cette erreur est nulle pour m = N , même en considérant des modes qui ne sont
pas certains. Alors que pour la formulation MSP pour l'analyse modale, les modes
doivent être certains a�n que la méthode soit exacte.

4.5.2 Comparaison de FRFs et critères d'erreur

On propose ici deux critères d'erreur a�n de comparer les fonctions de réponse en
fréquence calculées par la méthode des EF et la formulation MSP, dans le paragraphe
suivant, pour un modèle de stator simpli�é. Le but est de quanti�er l'erreur entre
une courbe obtenue par la méthode des EF et celle obtenue par la formulation MSP.
Contrairement aux calculs de fréquences propres, on ne s'intéresse plus seulement à la
moyenne ou l'écart-type d'un paramètre scalaire de sortie. Il s'agit ici de comparer
deux courbes sur une plage de fréquences. La di�érence entre les 2 courbes est
quanti�ée en valeur absolue et exprimée en déciBel (dB). Les erreurs sur les courbes
moyennes (équation 4.33) et écarts-type (équation 4.34) entre les méthodes MCS et
MSP sont données pour une pulsation ω. Le seuil d'acceptabilité de ces erreurs em
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et eσ est choisi à 6 dB, ce qui correspond à un facteur 2 avec l'échelle logarithmique
utilisée.

em(ω) =| m (FRFMSP (ω))−m (FRFMCS(ω)) | (4.33)

eσ(ω) =| σ (FRFMSP (ω))− σ (FRFMCS(ω)) | (4.34)

4.5.3 Application : stator simpli�é

Présentation du modèle

Le modèle utilisé dans cette section est le stator simpli�é présenté dans le pa-
ragraphe 4.4.3. La �gure 4.11 montre le maillage M6, comprenant 12600 n÷uds et
10368 éléments H8, retenu précédemment dans le cadre de l'analyse modale. Une ex-
citation radiale de type harmonique d'amplitude unitaire est appliquée sur un n÷ud
du rayon d'alésage du stator. On observe la réponse en fréquence sur un n÷ud situé
sur le rayon extérieur du stator simpli�é. Aucune condition aux limites n'est appli-
quée, le modèle est du type libre-libre. Le coe�cient d'amortissement modal choisi
est 1% sur tous les modes propres.

Figure 4.11 � Maillage M6 du stator simpli�é à 12600 n÷uds et 10368 éléments H8
avec excitation d'amplitude unitaire imposée et n÷ud d'observation de la réponse
en fréquence

Erreurs de troncature pour la méthode EF et la formulation MSP

Nous observons dans ce paragraphe l'e�et du nombre m de modes retenus dans
la base modale sur le calcul des FRFs pour la méthode des éléments �nis et pour la
formulation MSP. Cette notion d'erreur de troncature a été présentée précédemment,
on s'intéresse ici à une plage de fréquence allant jusqu'à 7 kHz, comprenant 5 modes
propres.

Méthode des éléments �nis A�n de retenir un nombre m de modes bien choisi
pour la base tronquée, on calcule tout d'abord la réponse en fréquence par la méthode
directe de Nastran (SOL 108), qui nous sert de référence (courbe noire sur la �gure
4.12). Puis les résolutions avec base tronquée à m = 5, 15 et 28 modes retenus
(qui correspond à une base tronquée de 1, 1.5 et 2 fois la plages d'intérêt 7 kHz)
sont e�ectuées avec le solveur SOL 111. La �gure 4.12 montre qu'à partir de m
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= 28 modes, soit deux fois le nombre de modes sur la plage fréquentielle, la FRF
s'approche très bien de l'allure de la courbe correspondant au calcul direct. On
remarque une baisse en accélération de 10 dB par rapport au calcul direct sur les
troisième et quatrième modes propres.
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Figure 4.12 � Comparaison des FRFs EF calculées par un calcul direct et par un
calcul à base tronquée (1f, 1.5f et 2f)

Formulation MSP Pour le calcul de la réponse en fréquence par la formulation
MSP, la �gure 4.13 montre les FRFs pour une troncature à m = 5, 15 et 28 modes. A
partir d'une base tronquée à m = 28 modes, soit une troncature incluant les modes
jusqu'à 2f dans la plage d'intérêt, l'allure de la FRF est stabilisée. La bonne pratique
de doubler la largeur de la plage de fréquences d'intérêt est ici correcte, on considère
cette base tronquée à m = 28 modes par la suite.
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Figure 4.13 � Comparaison des FRFs MSP calculées avec une base tronquée (1f,
1.5f et 2f )
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Validation de MSP au nominal

Après l'étude de l'in�uence du nombre de modes retenus, on compare ici les deux
méthodes EF et MSP avec un nombre de modes retenus sur une plage égale à deux
fois la plage d'intérêt. A�n de valider la méthode MSP au nominal, la �gure 4.14
compare les FRFs calculées par le solveur SOL 111 de Nastran et par la formulation
MSP.
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Figure 4.14 � Comparaison au nominal des FRFs calculées par la méthode EF et
la formulation MSP

Sur la plage allant jusqu'à 7 kHz, les allures globales des FRFs EF et MSP sont
très proches, et en particulier pour le positionnement des pics correspondant aux
fréquences propres. Les écarts observés dans les zones de résonance sont toujours
inférieurs à 3dB. Aux pics d'anti-résonance, les courbes ont tendance à se décaler
lorsque la fréquence augmente. En e�et, un décalage de 100 Hz est observé vers 3800
Hz, où l'accélération est très faible (-50 dB).

Cette comparaison valide la formulation MSP pour la FRF en con�guration
nominale. La formulation MSP (équation 4.29) et la formulation Nastran pour l'élé-
ment solide H8 fournissent en e�et des résultats très proches.

Validation de MCS-MSP avec prise en compte de la variabilité

A�n de valider la méthode MCS-MSP avec prise en compte de la variabilité, on
applique ici un coe�cient de variation de 5% sur les modules d'Young (Ex=Ey,Ez)
du matériau, soit deux variables aléatoires. Un nombre de 10,000 tirages est choisi
pour la méthode de Monte-Carlo associée à Nastran (MCS) et pour la méthode de
Monte-Carlo associée à la formulation MSP. La �gure 4.15 présente les courbes FRFs
moyennes et les intervalles de con�ance à 95% obtenus par les deux méthodes.

L'intervalle de con�ance est directement lié au comportement moyen et à la
variabilité caractérisée par l'écart-type. On observe un niveau de variabilité élevé de
la réponse, qui a tendance à augmenter avec la fréquence. La méthode MCS-MSP
fournit une courbe FRF moyenne et un intervalle de con�ance très proche de la
méthode de référence MCS, surtout au positionnement des pics de résonance. On
ne s'intéresse pas aux anti-pics car ils correspondent à des niveaux d'accélération
très bas, ils sont d'autant plus négligeables que les accélérations sont tracées sur une
échelle logarithmique.
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Les courbes obtenues, issues de 10,000 tirages, sont donc lissées par rapport aux
FRFs de la �gure 4.14 qui représente un unique tirage au nominal. En particulier,
au voisinage des deux fréquences très proches à 6kHz, les réponses moyennes corres-
pondent à un unique pic, qui est le résultat des 10,000 FRFs. Avec la variabilité et
pour certain tirage, ces deux fréquences se croisent.
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Figure 4.15 � Courbes FRFs moyennes et intervalles de con�ance à 95% du sta-
tor simpli�é pour un C.o.V.(Ex=Ey,Ez)=5% calculées par les méthodes MCS-MSP
(bleu) et MCS (rouge)

A�n d'évaluer plus précisément les écarts entre les courbes MCS et MCS-MSP,
on utilise les critères d'erreur présentés précédemment em(ω) (équation 4.33) sur la
moyenne et eσ(ω) (équation 4.34) sur l'écart-type. La �gure 4.16 présente ces erreurs
sur la plage d'intérêt. Au positionnement des pics de résonance traits pointillés), les
erreurs sur les moyennes sont très faibles et toujours inférieures à 0.3 dB, les erreurs
sur les écarts-type sont plus importantes mais sont toujours inférieures à 6 dB.
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Figure 4.16 � Erreurs sur les courbes moyennes et écarts-type des FRFs entre les
méthodes MCS et MCS-MSP
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La formulation MSP fournit donc des résultats très satisfaisants pour le calcul
des FRFs avec prise en compte de la variabilité. Ceci constitue la validation de la
méthode MCS-MSP pour un niveau de variabilité modéré.

Mécanisme de propagation des incertitudes

La méthode MCS-MSP pour la FRF a montré sa �abilité à prendre en compte
la variabilité de paramètres matériau a�n d'observer l'impact sur la variabilité de
FRF. La méthode MCS-MSP est maintenant utilisé dans ce paragraphe a�n d'éva-
luer le mécanisme de propagation des incertitudes. Celui-ci est ici étudié pour le
modèle simpli�é du stator de la machine électrique. Le nombre d'échantillons de
notre méthode de type Monte-Carlo est de nouveau pris à 10,000. Deux niveaux de
variabilité (C.o.V.=5% et C.o.V.=15%) sont appliqués sur les paramètres d'entrées :
modules d'Young et masse volumique. Les courbes FRFs moyennes et les intervalles
de con�ance à 95% obtenus sont discutés sur la plage d'intérêt allant jusqu'à 7kHz
incluant 5 modes propres.

Pour les cas étudiés, les �gures 4.17, 4.18, 4.19 et 4.20 montrent que la variabilité
augmente globalement avec la fréquence, avec un niveau de variabilité de la réponse
parfois très élevé. Les réponses sont également de plus en plus lisses avec la montée
en fréquence.

Lorsque la masse volumique est considérée comme unique variable aléatoire (�-
gure 4.17), la variabilité de la réponse peut atteindre 18 et 28 dB pour les niveaux
de variabilité de 5% et 15% respectivement. La réponse est clairement sensible à la
variabilité de la masse volumique.

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

10

Fréquence (Hz)

A
cc

él
ér

at
io

n 
(d

B
)

 

 

Moyenne
IC 95%

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

10

Fréquence (Hz)

A
cc

él
ér

at
io

n 
(d

B
)

 

 

Moyenne
IC 95%

CoV(ρ)=5% wwwwwwwwwwwwwwwwwwwCoV(ρ)=15%

Figure 4.17 � Courbes FRFs calculées par la méthode MCS-MSP pour deux niveaux
de variabilité 5% et 15% - une variable aléatoire ρ

Concernant les modules d'Young, la �gure 4.18 montre que la réponse en fré-
quence présente des niveaux de variabilité élevés pour CoV(Ex=Ey)=15%, sem-
blables aux courbes précédentes pour la masse volumique prise comme variable
aléatoire. Le second graphe de cette �gure montre que la réponse est insensible
à une variabilité importante du module d'Young Ez suivant l'axe du stator.
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Figure 4.18 � Courbes FRFs calculées par la méthode MCS-MSP pour un niveau
de variabilité 15% - une variable aléatoire Ex=Ey ou Ez

La �gure 4.19 con�rme les conclusions précédentes, la prise en compte de Ez
comme variable aléatoire n'ajoute pas de variabilité dans la réponse.
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Figure 4.19 � Courbes FRFs calculées par la méthode MCS-MSP pour deux niveaux
de variabilité 5% et 15% - deux variables aléatoires Ex=Ey et Ez

Lorsque les trois variables aléatoires sont considérées Ex=Ey, Ez et ρ, la �gure
4.20 montre que la variabilité est encore plus élevée et peut atteindre 30 dB pour
CoV=15%. La variabilité sur la réponse de la �gure 4.18 induite par la variabilité
de Ex=Ey et la variabilité sur la réponse de la �gure 4.17 induite par la variabilité
de ρ ne se cumule pas sur cette �gure 4.20, mais augmente toutefois. La variabilité
augmente car les variables aléatoires sont de nature di�érente.
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Figure 4.20 � Courbes FRFs calculées par la méthode MCS-MSP pour deux niveaux
de variabilité 5% et 15% - trois variables aléatoires Ex=Ey, Ez et ρ

Coût numérique de la méthode MCS-MSP pour la FRF

D'après l'organigramme de la �gure 4.1, la méthode MCS-MSP pour la FRF
a besoin d'un seul calcul par éléments �nis pour récupérer les modes propres et
les déformations modales nominales. Ensuite on e�ectue sur la formulation MSP
(équation 4.29) t tirages de Monte-Carlo.

Pour le modèle du stator utilisé, le gain en temps CPU de la méthode MCS-
MSP par rapport à MCS est proche de 5. Ce gain n'est pas très important car
d'une part la programmation de MCS-MSP pourrait être optimisée, et d'autre part
l'inversion de la matrice H̄p de l'équation 4.27 représente 85% du coût de cette
méthode. L'évaluation de l'inversion de cette matrice pleine pourrait également être
améliorée.

4.6 Conclusion

Nous avons présentés dans ce chapitre l'état de l'art des méthodes non détermi-
nistes existantes pour la prise en compte de la variabilité dans les modèles éléments
�nis. La méthode MCS-MSP de type Monte-Carlo, basée sur l'hypothèse mécanique
de stabilité modale, a été présentée pour réaliser les calculs vibratoires. La bonne
utilisation de cette méthode est conditionnée par la véri�cation de l'hypothèse MSP
et la validation du maillage avant de mener une étude avec variabilité. Les formula-
tions MSP pour l'analyse modale et pour la réponse en fréquence ont été développée
pour l'élément 3D solide H8 a�n de prendre en compte la variabilité des propriétés
matériau. Ces formulations ont été validées par rapport à la méthode de référence
de Monte-Carlo directe MCS, en con�guration nominale puis avec prise en compte
de la variabilité. Le mécanisme de propagation des incertitudes a été discuté. En�n
le coût numérique de la méthode MCS-MSP a été présenté.

Concernant l'étude de la variabilité des fréquences propres, le modèle du stator
avec dents n'apporte pas de richesse supplémentaire par rapport au modèle de stator
simpli�é dans la plage de fréquences d'intérêt. En e�et, sur celle-ci, il n'y a pas de
mode faisant intervenir la déformée des dents. Le modèle de stator simpli�é est donc
un très bon compromis. La variabilité du module d'Young suivant l'axe du stator n'a
aucun impact sur la variabilité des fréquences propres. Les variables in�uentes sont
les modules d'Young dans les directions de la section ainsi que la masse volumique.
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Pour ces variables aléatoires, la variabilité des fréquences est à peu près la moitié de
celle imposée en entrée. La variabilité augmente lorsque les types de paramètres sont
considérées en même temps. Cette étude sur la variabilité des fréquences propres a
également permis de valider le choix de modéliser le stator composé d'un empilement
de tôles en un unique solide.

Le coût numérique de la méthode MCS-MSP pour l'analyse modale est très
satisfaisant, la méthode peut donc être utilisé sans soucis sur un modèle industriel
à plusieurs milliers de degrés de liberté.

Pour l'étude de la variabilité des FRFs, les paramètres matériau in�uents sont les
mêmes que pour l'analyse modale. La variabilité augmente avec la fréquence et peut
être importante. Pour un coe�cient de variation de 5% sur le module d'Young dans
les directions de la section ou sur la masse volumique, la variabilité de la réponse
n'est pas loin d'atteindre les 20 dB et elle l'atteint lorsque les deux paramètres
aléatoires sont considérées en même temps. Le niveau de variabilité en sortie peut
donc être très élevé.

Le coût numérique de la méthode MCS-MSP pour la réponse en fréquence peut
être amélioré car il est pénalisé par des aspects informatiques. Il reste toutefois
intéressant par rapport une méthode de Monte-Carlo classique.
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

En conclusion, cette thèse avait comme but d'étudier un modèle multi-physique
électromagnétique-vibratoire d'une machine électrique, d'optimiser ce modèle et
d'améliorer les comportements vibratoires de la machine en prenant en compte les
incertitudes. Dans ce contexte, deux modèles numériques électromagnétique et mé-
canique ont été exploités. Des études sont faites sur les modèles numériques a�n
d'assurer qu'ils soient représentatifs.

Le calcul numérique est lourd au niveau du temps de calcul, surtout pour un
dispositif industriel modélisé de manière réaliste. Dans cette thèse, on considère un
modèle numérique pertinent. Ce modèle est simple et rapide au niveau de temps de
calcul, mais su�samment précis au niveau des résultats attendus.

Une étude sur la �nesse du maillage mécanique et quelques choix de modélisation
sont faits en se basant sur des mesures expérimentales.

Nous avons réalisé des études sur les limites de la méthode de calcul de pression
magnétique utilisée. En fait, le choix de la position du chemin �ctif du calcul de
pression magnétique et le pas de calcul par rapport à la discrétisation du maillage
dans l'entrefer, ont des e�ets non négligeables sur les résultats vibratoires du modèle
multi-physique. Il est recommandé d'être très attentif à la variabilité des résultats vis
a vis de ces deux paramètres. Le calcul d'induction magnétique (qui sert à calculer
la pression magnétique) doit être réalisé sur un chemin �ctif situé dans l'entrefer.
Nous recommandons de situer ce chemin au milieu de l'entrefer dans le cas du calcul
d'e�orts locaux via le tenseur de Maxwell. Il est important de bien choisir le pas de
rotation du rotor a�n d'éviter des bruits numériques. Le pas de rotation doit être
égal au multiple de distance entre les n÷uds du maillage dans l'entrefer.

Ce modèle multi-physique numérique simpli�é a été validé en comparant les spec-
trogrammes calculés par un modèle complet du groupe motopropulseur et mesurés
sur le groupe motopropulseur.

En pro�tant de ce modèle validé, nous avons réalisés quelques études spéci�ques
sur la machine. Nous avons réalisés une première étude sur les e�ets des charge-
ments tangentiels sur le déplacement et sur la vibration radiale au niveau de la
surface externe du stator. Contrairement à ce qui est mentionné dans des nom-
breuses publications dans ce domaine, les chargements tangentiels sont importants.
Au niveau statique, on a trouvé que le déplacement de la surface extérieure du stator
est de même ordre pour un chargement radial ou tangentiel. Au niveau dynamique,
les chargements tangentiels a�ectent signi�cativement le spectrogramme de la ma-
chine, nous avons montré l'existence de modes propres qui ne sont excités que par
les chargements tangentiels.

Plusieurs études analytiques ont été faites sur les alimentations statoriques d'une
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machine asynchrone. A�n de prouver la faisabilité d'une étude qui prend en compte
les harmoniques de hachage dans un modèle éléments �nis, une étude a été faite sur
les harmoniques vibratoires d'origine électronique sur un modèle éléments �nis. En
fait, les courants qui alimentent notre machine électrique sont obtenus à partir de
tensions continues découpés en MLI. Ces courants qui possèdent des composantes
harmoniques ont des e�ets potentiellement importants sur le comportement vibra-
toire de la machine, surtout si la fréquence de découpage est proche d'une fréquence
d'un mode résonant d'ordre 2p ou 0.

Un modèle éléments �nis multi-physique est bien souvent trop lourd pour appli-
quer un algorithme d'optimisation, surtout sur des critères harmoniques. Nous avons
montré, dans cette thèse, qu'une méthode rapide et �able basée sur le principe d'une
surface de réponse adaptative, via des aller retour avec un modèle EF, peut être favo-
rablement utilisée sur ce modèle multi-physique. Les résultats d'optimisation nous
montrent que l'on peut réduire signi�cativement les vibrations de la machine en
réduisant quelques harmoniques de pressions magnétiques. En plus, l'autorisation
d'une faible perte en couple (moins de 2%), peut améliorer considérablement les
résultats obtenus.

Dans le domaine de la conception des systèmes soumis aux vibrations, les incer-
titudes sont souvent négligées, ou grossièrement prises en compte à l'aide de coe�-
cients de sécurité importants. Ces incertitudes peuvent provenir de plusieurs sources
dont les propriétés des matériaux. Dans cette thèse nous avons pris en compte les
incertitudes des propriétés de matériaux dans un calcul vibratoire de la machine
électrique. A�n de réaliser cette étude, on a utilisé une méthode basée sur l'hypo-
thèse mécanique de stabilité modale (Modal Stability Procedure, MSP). La bonne
utilisation de la méthode MCS-MSP est conditionnée par la véri�cation de l'hypo-
thèse MSP et la validation du maillage avant de mener une étude avec variabilité.
La formulation MSP pour l'élément solide hexaédrique à 8 n÷uds a été développée
dans cette thèse pour l'appliquer sur un modèle de machine électrique pour l'analyse
modale et la FRF. Cette méthode présente un gain important en temps de calcul par
rapport à une méthode classique de Monte-Carlo. Ce gain augmente avec la �nesse
du maillage.

Avec l'utilisation de MCS-MSP pour l'analyse modale, on peut conclure que
les variabilités des fréquences propres sont toujours inférieures à celle appliquées
aux variables d'entrées. Cette variabilité sur les fréquences propres varie légèrement
d'un mode à l'autre. Le module d'Young axial (représentatif de l'hétérogénéité de
l'empilement des tôles) n'a pas une in�uence importante sur les fréquences propres.
Cette étude nous a montré qu'un modèle simpli�é d'un stator, soit un cylindre
creux, est capable de fournir les mêmes résultats qu'un modèle d'un stator avec
dents. Cela peut s'expliquer par l'e�et que les modes étudiés (à basses fréquences)
sont des modes globaux et non pas des modes de dents. Il permet aux concepteurs
d'utiliser des modèles donnant des résultats acceptables sans être trop complexes.

Pour l'étude de la variabilité des réponses en fréquence, les paramètres matériaux
in�uents sont les mêmes que pour l'analyse modale. La variabilité augmente avec
la fréquence et peut être importante. Pour un coe�cient de variation de 5% sur
le module d'Young dans les directions de la section ou sur la masse volumique, la
variabilité de la réponse n'est pas loin d'atteindre les 20 dB et elle l'atteint lorsque les
deux paramètres aléatoires sont considérées en même temps. Le niveau de variabilité
en sortie peut donc être très élevé avec ce niveau de variabilité en entrée.
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En perspective, l'outil de couplage, présenté dans cette thèse et développé au sein
du LEC, pourra être utilisé pour réaliser des calculs multi-physiques sur d'autres
machines, des études sur une machine synchroreluctante ont déjà été commencées.
Il est également possible de coupler un modèle thermique de cette même machine
avec le modèle électromagnétique-vibratoire, pour prendre en compte les interactions
thermique-vibration.

Les études sur les vibrations causées par les harmoniques du courant rotorique
issues du hachage ont montrées qu'il est possible d'utiliser notre outil de modélisation
multi-physique EF pour étudier l'impact des di�érentes stratégies MLI générant les
courants statoriques.

La méthode d'optimisation utilisée dans cette thèse a été appliquée sur des cri-
tères harmoniques uniquement fonction du temps : les harmoniques de la pression
magnétique appliquée sur un n÷ud. Il serait intéressant d'appliquer la même mé-
thode sur des harmoniques spatio-temporels (�gures 2.40 et 2.42). Il est possible
également, avec des améliorations de l'outil de couplage, d'intégrer le modèle mé-
canique dans les boucles d'optimisation, et appliquer cette méthode d'optimisation
directement sur les pics vibratoires.

La prise en compte de la variabilité pourrait être proposée sous la forme de
champs aléatoires, permettant de se rapprocher de la variabilité locale d'une tôle
à l'autre du stator, au lieu de variables aléatoires globales. Le modèle stochastique
est alors plus complexe mais les champs stochastiques permettent de représenter les
paramètres mécaniques incertains d'une manière plus réaliste. La variabilité spa-
tiale des paramètres est modélisée. La méthode MCS-MSP est compatible avec la
modélisation de la variabilité des propriétés matériau en champ aléatoire. L'intérêt
sera notamment d'observer l'in�uence de la longueur de corrélation sur la réponse
stochastique. Il serait ainsi intéressant d'analyser l'impact d'une variation rapide
ou lente des propriétés matériau du stator sur son comportement vibratoire. En�n,
il serait intéressant d'étudier les variabilités provenant d'autres sources, comme la
modélisation et la fabrication, et d'étudier l'impact des incertitudes de l'assemblage
des tôles sur la variabilité du comportement vibratoire.
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