Correction des exercices du TD 3

Rappel : des aides vous sont fournies sur le site « www4.utc.fr /~mt21/» a la fin des fichiers
consacrés aux chapitre de cours. N’hésitez pas a les consulter pour refaire les exercices avant de
regarder la correction.

Nota : Lorsque la démonstration d’une question a déja été présentée (typiquement comme dans
I’exercice 1, il se peut que le rédacteur fasse quelques raccourcis ; cela ne vous autorise bien sar
pas a en faire dans vos copies.

Exercice A.2.1
i) U, = cos(n.m) neN*
n

on peut borner par % et % car cos() est toujours compris entre —1 et 1 ; on sait que % converge vers 0. u, —»0

i)uy=/nt1-yn,neN

Multiplions par \/n+1 +/n :
Up= (\n+l-+n) (\n+l+4n) / (\n+l ++fn) = ((+1) —n) / (\n+l+4/n) = 1/ (\/n+l++/n)

u, -0

iii)u, = In(n+1) —In(n) ,n e N
n+l>n = In(n+1) > In(n) = In(n+1) —I(n) >0 = suite toujours positive.

n+2 n+l n+2 n+1
Ona:n?+2n< n2+2n +1 = (#2) < (12 = 2 N2 g DE2 [ D82y Ly, <0
n+1 n n+1 n
donc la suite est décroissante et bornée inférieurement, donc elle converge.

La limite se trouve en écrivant : |n(n+1j = In(1+ 1}
n n

(on a divisé par b") ; on utilise alors les résultats sur la convergence de K", la somme et le quotient de suites
convergentes. u, — -1

VU= Y k,neN
k=0

Faire la somme de u, avec u, .
, N +
cette somme est égale a ﬂ(nz—ll :

La suite diverge.

Vi) Uy = z":(‘;)k el

k
k=0




Il s’agit d’une série géométrique de raison r = -1/5 ; on a donc le résultat suivant : S, = =

n+l
n+1 1- [_1)
1-r 5
1

. n!
vijup= —,neN
nn
on a immédiatement u, >0
1 2 n 1 2 n
U= =X —X..x— = U, < — car —x...x—<1

n n n n n n
La suite est bornée inférieurement par 0 et supérieurement par une suite décroissante vers 0, elle converge vers 0.

n

viii) u, = 2—,n eN
n!

on a immédiatement u, >0

2 2 2 2 4 4 2 2 2
Upy= —X—X..Xx— = U= —x..Xx— = U< — Car —XxX—x...x <1
1 2 n 2 n n 2 3 n-1

La suite est bornée inférieurement par O et supérieurement par une suite décroissante vers 0, elle converge vers 0.

n

ix)un:Z—,neN
n!

Cette suite converge vers 0 car c’est le produit des deux précédentes.

Exercice A.2.2

Q1
U, =1/2;u3=0;us,=3/4;us=2/3;

Q2 : Borne supérieure
La borne supérieure s est le plus petit des majorants, ce qu’on peut traduire par :
vnel, u, <s,VceR,c<s,Ju, telquec<u,<s

Si on n’arrive pas a trouver un u, immédiatement, on peut raisonner a I’envers en utilisant des équivalences.
On veut (prenonsn pairn=2pp #0) :

C<Uyp & Cc<1l- 1 S c-1<5- 1 & 1-c2 1 Sp2 —/——
2p 2p 2p 2(1-c)
On peut donc maintenant écrire :

Soit un ¢ quelconque, si on prend p > alors on a un up = uy, tel que ¢ < Uy, , qui est ce qu’on veut démontrer.

1
2(L-c)
Q3 : Limite de la suite
On voit que la limite de la suite a de forte chance d’étre 1. On va le démontrer rigoureusement. On va pour ce faire
montrer que la sous-suite composée par n pair a la méme limite que la sous-suite composée par n impair.
D’une fagon générale, la limite | existe si :

Ve>0,ANeN,VneN, n > N = |un — || <g @ Si vous n’y arrivez pas directement, raisonnez a ’envers ; c¢’est
valable tant que vous passez d’une étape a 1’autre par équivalence.

n pair :
Cherchons une valeur de N avecn > Ntelquen > N = |un —I| <eg

IN
™

soite >0 ; on pose N = E[£j+1 ;onadonc:N > 1 etparlaméme: n>N=n> N >
& &

N |~
Sl



Calculons maintenant : ju, —I| = < edésquen > N (On adonc trouvé

1— 1 1‘ = ‘_ i‘ -1 et par hypothese
n n n

un N qui dépend de ¢ et qui répond a la question).

Sl

n impair : soite >0 ; on pose N = E(1j+3 ;onadonc: N > l+2et alorsn > N = Lz <€
& & n-—
1 1 1 R 1 A
Calculons :|u, —I| = l—-——-1= |- ——| = —— et par hypothése <gdésquen > N (Onadonc
n-2 n-2 n-2 n-2

trouvé un N qui répond a la question).

Les deux sous-suites convergent vers la méme limite | = 1 ; 1l suffit de choisir pour un p donné (tel que n = 2p ou
n = 2p+1) le maximum de la valeur de N obtenue dans le cas pair et dans le cas impair pour écrire la propriété qui
montre que la suite compléte converge vers 1.

Q4
Pour vérifier si la suite est croissante, il faut vérifier que u,+; > U, pour tout n. Dans notre cas il faut le vérifier pour
un nombre pair et I’impair suivant (qui joue le role de n+1), et si ¢a marche, pour un impair et le pair suivant (qui
joue le réle de n+1). Prenons 2p et 2p+1 (p = 0) comme indice et comparons les deux termes de la suite :
1 1 1 1 1 1
p>2p-1e —< & -—2 - Sl-—21-—— & Uy 2Uypn

2p 2p-1 2p 2p-1 2p 2p-1
On n’a donc pas ici Up+; = Uy, la suite n’est donc pas croissante (et on n’a pas besoin de vérifier pour la succession
impair et pair suivant).

Exercice A.2.3

Soitlasuite :ug>1,Uups1 =1 +up-1,ne N

a) Montrer que u, est définie pour tout n.
On procede par récurrence : on a P(0) qui est vraie (up > 1).

Vérifions que si P(n) est vraie, alors P(n+1) est vraie.

PM:u, >1=u,-1>1 é\/un-lexisteet\/un—lzo = 1+\/un—121 = P(n+1) vraie

On a P(0) vraie, et P(n+1) vraie si P(n) vraie. Donc P(n) est vraie (donc u, définie) pour tout n € N.

b) Soitf(x) =1+ +vx-1,x e [1;+oo[
Etudions cette fonction. On a sa dérivée égale a :
xe L+, f(x)= !

2

Jx-1

> 0 ; donc f(x) est strictement croissante sur tout 1’ensemble de définition.

Etudions le signe de f(x) — x.

f(X) -x20 e 1+ Jx—-1-x20e Jx—-12x-1ox-1>(x-1)% et (x 1) & x>~ 3x+2<0

Or le polynéme du second degré x? — 3x + 2 est négatif dans I’intervalle compris entre ses deux racines. Celles-Ci
sontdonnéespar:A=9-8=1 ;x1:(3+\ﬁ)/2:2etx2:(3—\/1)/2:1 ;Ona:

1 212 +00
X2 —3x+2 - +

f(x) — x + -

En cherchant le signe de f(x) — x , on trouve deux racines solutions de f(x) = x (ces solutions sont des points fixes)
mais on ne garde que x, = 2 car on cherche ce point fixe dans ]1;+oo .



C) Etude graphique de la suite (Un) Attention, pour des raison pratique (et informatique) ce dessin n’est
1% cas : Up < Xg pas a I’échelle. 11 est juste 1a pour illustrer la fagon dont on construit
graphiguement la suite.

us

Uz

Us

Uo up U

2°™ cas: up > Xy

U

uz
Us

Uz U2 Uz Ug

On observe que dans le cas ug < X, , la suite est croissante et semble majorée par le point fixe. Dans le cas uy > x4, la
suite est décroissante et semble minorée par le point fixe.



d) Démonstration directe des résultats

1% cas: 1< Up< X;avec X, =2;

On a vu sur le graphique que la suite est croissante et majorée ; essayons de le démontrer. On a:
Ug < X; donc la proposition P : u, < x; est vraie au rang 0.

Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n+1) est vraie.

Ona:u,<x; = f(u,) <f(xy) La fonction f est croissante.
= f(un) <x X, est un point fixe.
= Up+1 <Xg

Si P(n) est vraie alors P(n+1) est vraie, et P(0) est vraie, donc P(n) est vraie pour tout n. La suite est majorée.
Passons maintenant a la croissance de la suite (u,). On veut montrer que U,+; > U, . Or on a trouvé que :

vVnel,1l<u,<X.

Or, entre 1 et X4, on a vu que f(x) — x > 0 quelque soit x. Donc : Attention, le fait d’avoir démontré P(n) est essentiel. Si

on ne ’a pas fait, il faut effectuer une récurrence.

f(up) —u, >0 = f(u,) >u, = U1 > U, quelque soit u, avec 1< u, < X; .
Donc (u,) croissante.

2°™ Cas : Uy > X, avec Xy = 2 ;

On a vu sur le graphique que la suite est décroissante et minorée ; essayons de le démontrer. On a :
Ug > X1 donc la proposition P : u, > X, est vraie au rang 0.
Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n+1) est vraie.

Ona:u,>x; = f(uy)>f(xy) La fonction f est croissante.
= f(un) >x X4 est un point fixe.
= U1 > Xg

Si P(n) est vraie alors P(n+1) est vraie, et P(0) est vraie, donc P(n) est vraie pour tout n. La suite est minorée.
Passons maintenant a la décroissance de la suite (u,). On veut montrer que uUp+1 < U, . Or on a trouvé que :
VneN u,>X .

Or, entre x; et +oo, on a vu que f(x) — x < 0 quelque soit x. Donc :

f(up) —u, <0 = f(u,) <u, = U <u, quelque soit u, avec u, > x; . Donc (u,) décroissante.

Sachant que la suite est convergente (quelque soit le point de départ), on peut écrire :
lim (u,) = lim (u,,) =1 . Si on utilise cette propriété sur la I’expression f(x) = x , on obtient f(I) =1, ce qui revient
N—-+o0 N—-+c0

a dire que la limite de la suite est égale a un des points fixes de la fonction f, c’est a dire soit 1 soit 2. Connaissant le
comportement de la suite (croissante dans [1;2 ] et minorée dans [2;+ oo [) on peut immédiatement éliminer 1, et il

ne reste plus que 2 qui est la limite de la suite (uy).

Q2:ug > 9;Ups1 = 4/9+U, ,neN

De la méme maniére que pour la question précédente (mais les calculs sont plus compliqués), vous montrerez que :
— Tous les termes de la suite sont bien définis car u, > 0 pourn > 1.

— Il suffit, d’aprés la question précédente, d’étudier f(x) = /9 + x et le signe de f(x) - x sur [0; +co ] (Attention, o
n’est pas "simple").

— La suite se démontre de la méme maniére.

Q3:ugeR,Ups;=1—exp(-uy),neN

Cette question est laissée a votre réflexion. Les résultats sont :
e SiUg>0: lasuite converge vers 0;
e siUy=0: lasuite est constante;
e siUy<0:lasuite diverge.



Exercice A.2.4

Soit f la fonction définie sur ] 0 ; +oo [ par f(x) = %(x +3j ,olla e R
X

Q1 : Etudier les variations de f. En déduire que \/a < f(x) < x si x >+/a
Etudions cette fonction. On a sa dérivée égale a :

xe]0:+n[ /()= %(1—%} 0; (1—%)est posiltif si :
X X

a a
X X

<1ex®>a<e x>+ aetxe]0;+o[. Lafonction f est croissante sur ]4[a ; +oo [.

Etudions le signe de f(x) — x.

fx) —x>0etxe]0; +0[ & %(x+2j-x20etXG]0;+w[@ x+E >2x etxe]0;+o]
X X

a
o Z >xetxe]0;+o] ©x? <aetxe]0;+o[ ©x<+a et xe]0;+o]
X

Onadonc :

0 \a|+a +o0
x-a - +
f(x) — x + -

) | ~gea____—

En étudiant f(x) — x , on voit que \/5 est un point fixe (donc f(\/a) = \/5), que f(x) est strictement croissante sur
]4/a; +oo [ (et par laméme +/a < f(x)), et que f(x) — x est négative sur ] \/a ; +oo [ (donc f(x) < x).

On a donc la propriété : +/a < f(x) < x si x >/a

Q2: (Un) iUy >\, Upwy = %[u +1J

n
Montrer que la suite est convergente. Pour montrer qu’elle est convergente, on peut essayer de montrer quelle est soit
croissante et majorée, soit décroissante et minorée. En prétant un peu d’attention a la propriété que I’on a démontrée
dans la question précédente, on peut avoir I’intuition que c’est décroissante et minorée qui est démontrable.

Montrons d’abord que la suite est minorée.

u; >~/a donc la proposition P : u, >+/a est vraie au rang 1.
Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n+1) est vraie.

Ona:u,>\fa = f(u,) > f1/a)

= f(uy) >\a = Ui >+Ja

Si P(n) est vraie alors P(n+1) est vraie, et P(L) est vraie, donc P(n) est vraie pour tout n, [ Lafonction fest croissante.

La suite est minorée. AJa est un point fixe.

Passons maintenant a la décroissance de la suite (u,). On veut montrer que Up+1 < U, .
Or on a trouveé que :

VnelNo u,>\a.
Or, entre \/5 et +o0, on a vu que f(x) < x quelque soit x. Donc :
f(up) <u, = f(u,) <u, = Unz < U, quelque soit u, avec u, > \/5. Donc (u,) décroissante.

Sachant que la suite est convergente, on peut écrire :
lim (u,)= lim (u,,;) =1. Sion utilise cette propriété sur la I’expression f(u,) = u, , on obtient f(l) = I, ce qui
N—+0 N—-+o0

revient a dire que la limite de la suite est égale a un des points fixes de la fonction f, c’est a dire \/5 qui est le seul
dans]0;+wo .



Q_S:Onposesn:un-\/a
2

2
& &
L "_.Ona:

Montrer que gq+1

(gn +\/5)2 +a—2\/§(5n +\/5> &’

2u,  2/a

1 a 1 a
e R (R BB CIACr N 2 2

Or on connait un minorant du dénominateur puisqu’on connait un minorant de la suite (u,). Ona:
2 2
£ &
h>Vae2u,>2Jae UQu) <1/@2+a) & - < =" carg, >0 CQFD

2u,  24a

n

Q4:Onposeb=2+[a

52 & & 2 2
n —L = p|-=| .Onadonc: ey < bl
2Ja b [bJ bj

Remplacons ¢, par sa valeur fonction de g,; . On obtient :
2

On peut écrire :

5 6n—1 2
2 2
& 2u__ En_ g2
g < D=0 = b /2L | =) 0L | < p| 2ot [N’ oublions pas que I’on connalt un minorant de u,
b b 2u,,b) ~ Lbb

4 22
gy < bl 0| = p L
b b

On peut effectuer ce remplacement avec g, ; on trouve :

8 2°
Enay < b(g—zj = b(g"sz et ainsi de suite ;
3

-
b
gﬂ

b

24 26
Ent1 < b( _j = b[gr;)_SJ
PG £ 2
n-4 - n-4
En1 S b( b j = b( b
[ )
[ )
[ )
2" S01)) o
€1 < b[%j = b(%j = b[%) [On obtient donc le résultat désiré]

20 1
On peut démontrer ce résultat par récurrence en disant que P(0) est vraie : g1 < b(g”T‘o) et que si P(k-1) est

2((k—1)+1) 2(k+1)

vraie : gy < b(%] alors P(K) est vraie : g, < b(—gn(k*“)J

b

Q5 : Application numérique

a_ % est équivalente & 12 vfa > 20 qui est équivalent  a > %5 =2.77777 (or a = 3).

2ya

Le calcul d’erreur montre qu’apres le calcul de 4 itérés (U, , U, Us , Us ), ’erreur entre Ug et \/5 est inférieur a 10

La majoration de

-15



Exercice A.2.5

2u, +3 s .
(Up) T Uper = n ; Ug judicieusement choisi.
n
. . 2
Soit la fonction f ; f(x) = x+3 ;X # -4
X+4

a) Montrer que f admet 2 points fixes

2x+3 =X 2X+3=x+4x & X2 +2x-3=0
X+4
Calculons : N=1+3=4

X120c21etX2:B:—3

U, —a u, —«a
b) i) Montrer que —1— =1 "
un+1_ﬂ un_ﬂ
2u,+3 ! +(3—4a)
Cu, +4 2u, +3-alu, +4) (2-al, +B-4a) (2-a) " (2-a)
Remplacons u,.; par sa valeur : = = =
2u,+3 5 2u, +3-pu, +4) (2-pl, +B-4p) (2-p), ,(3-45)
ny; u, +
u, +4 (2-5)

(3-4a)
(2-a)

Il reste & vérifier que

(2-5)
(3-4)

le résultat est immédiat si on sait faire du calcul. (2 1) =-1et

(2+3) 5

Onadonc A4 =% , pour le choix de a et B que I’on a fait. (si on prend oo =-3 et § = 1, on trouve A=5).

ii) En déduire une relation entre u, et n
Remplagons dans 1’équation précédente u, par sa valeur en u,; , on trouve :

Uy, — & -1 u, —a _ (ﬂ Uy _an/fLZ U, -« _l(n+1)—(n—1) U, -«

un+1_ﬂ u, _ﬁ un—1_ﬁ un—l_ﬁ un—l_ﬁ

On peut effectuer ce remplacement avec u,., ; on trouve :

u,—a u,,—a U, ,—« AU L, —a . .
nl == 2 [/1 n-2 J =2 = AmH0-2) Zn2 T ot ginsi de suite ;

un+1_18 U, _ﬁ U, _ﬂ U, _ﬂ

Uy~ =24 U, s —a _ l(n+1Hn—3) U, s —a

un+l_ﬂ U3 _IB U3 _IB

Uy - i(ml}(n—n) U, & — U -«

un+1_ﬁ un—n_ﬁ uo_ﬂ
L u,—a Uy —

Ce qui revient a écrire : — =2
u, _ﬁ Uy _ﬂ

iii) Condition sur ug

u, —«& )
0 , on obtient :

En modifiant I’équation précédente, et en posant K, = A"

uO
u —a
0 =K,etu, = e u-a= K, (up-p) etu, = 8 < u, =
u,-p K,

n

(3+4*3):§_3

a_ﬂKn

et 1-K, # 0 et

=-q et (3 — 4’8) =-B, par exemple, en remplacant o et B par leur valeur respective.

u, = .



Regardons d’abord ce qui se passe pour U, # £.

a-pK
un;tﬂ@%#ﬂ@a—ﬂm = f-pK, S a=pf
BRAY
C’est vrai donc pour tout n > 1.
. 2u,+3 e . .
Pourn=0, si uy = g, alors —2 = Up car S est un point fixe ; Dans ce cas, la suite est constante. On peut faire la
u0

méme remarque si Ug = « ; alors la suite est constante.

Il faut aussi que 1 — K, soit différent de 0.

u, — P
0 #1& /I”(uo—a);tuo-ﬂ@uo;tu

1-K, #z0& A"
U, — 3 -1

pourn > 1.

c) Montrer que u, converge et donner sa limite.
Onavuquesi ug=/o0uug= a, alors la suite est constante, et donc convergente.

p ) a- A U, —a
. - - U, —
Sluoatan—ﬂalorsun:a1 'BK noo= u“_aﬂ
ﬂ, _1 - n 1—ﬂn 0
Uy — ﬂ
On lim A" =0, car |A| < 1 (ici & = 1/5). On peut en déduire que : nIim(un):l
N—>+0 —>+0
Q2
Lasolutionest: =0, =1, A=1/3 ,up # 33 (n>1) et (uy) converge vers 0 si uy # 1 et la suite est constante
Siug=1.
Q3
. 2" +3 . .
Lasolutionest: a¢=-1, =3, A =2,Uy # (n>1) et (uy) converge vers 3 si Uy = 1 et la suite est constante
Si
Up = -1.
Q4
. 1 1 1 6
La solutionest: a= g =2, = —= ;Up # —+2n(n>1) et (u,) converge vers 2.
Upy—2 U, -2 6 n
Exercice A.2.6
Q1
n
Soient les suites de termes généraux : v, = Z% etu,=v, + % pour n € N *. Montrer qu’elles sont adjacentes.
k=0 ™= .

11 faut montrer qu’une des deux croit, que I’autre décroit, et que la limite de u, — v, est zéro. Ici il est assez facile de
voir que c’est la suite (v,,) qui croit ; en effet, c’est une somme de termes positifs qui ne fait qu’augmenter. On peut
écrire :

_ ndoqnoq e i 1 } 4 i — 1
Vp+1 -V = ZE ZE - (z k|+(n+1)|J Py k! - (n+l)|

k=0

Onadonc: vy -V, >0
Il faut maintenant vérifier que (u,) décroit. Calculons Uy.+; - Uy :



_ 1 SEN 1,1
un+1_u”_vn+1+(n+l)(n+1)! (Vo * n! [kzkl (n+1)J (n+l)(n+1 (k;k' nn!

U = Ly 1 _izl( 1, 1 l)zl(n(n+1) (n+1)(n+1))
T T+t (n+n+1) ot on(n+1) (n+1)n+1) n’ ol n(n+1)(n+1)

1 nf+n+n-n*-2n-1,._ 1 -1
bt = ) e

Onadonc: U,y - U, <0. La suite décroit.

. I 1
Calculons maintenant la limite u,—v,. Ona: u,—v, = —
nn!

Sachant que IlmE:Oetque Ilml—O ona: limu,-v, = Ilmi:O

n—>+0 N n—+o0 Nl N—>+0 n—+o NI

Pour montrer que la limite | n’est pas un rationnel, on va raisonner par I’absurde en utilisant I’encadrement
vy, <l <u,, quiest vrai car (v,) est strictement croissante et (u,) strictement décroissante.

Supposons que | est un rationnel, on peut écrire | = g .Ona:
1 p 1 q
Vo <I<va+— = vy () < = (n) <vy (n)+ = = qun (nt) <p(nt) <gvn (n)+=
nn! q n n
Or en regardant la structure de v,,, on voit que q v, (n!) e N, ainsi que p(n!) e N. Or g est constant ; on a donc un

entier (p (n!)) qui est compris entre un entier M = q v, (n!) et ce méme entier M plus une quantité 9 qui va devenir
n

plus petite que 1 quand n va augmenter. On arrive a une absurdité, puisqu’un entier ne peut étre compris qu’entre deux
entiers consecutifs (en fait égal & un des deux). La limite | n’est donc pas un rationnel.

Q2
Soient les suites de termes généraux :
u, +v 2u, Vv )
Uper = ——6t Voup = L1 pourneN,uy >0, Vs> 0. Montrer qu’elles sont adjacentes.
v
n n

11 faut montrer qu’une des deux croit, que ’autre décroit, et que la limite de u, — v, est zéro. Regardons ce que donne
Un+1 - Up.

u, +v, v, —Uu,
Up+1 -Up = Uy = 1)
2 2
Il nous faudrait connaitre le signe de (v, — u,). Regardons ce que donne V.1 - Vp.
2u_ v 2u_v. —v (u +v v (u, —Vv
vn+1 _vn: n n 'Vn — n n n( n n)= n( n n) (2)
u, +v, u, +v, u, +v,

Encore une fois, il nous faudrait connaitre le signe de (v, — u,), ainsi que celui de u, et v,. On va donc les étudier.
Ona:
u, +v, 2u,v, _ (u, +v, ) -4u, v, _ (U, -v,)
Un+1 = Vh+1 = - = = (3)
2 u, +V, 2(u, +v,) 2(u, +v,)
On voit que si u, et v, sont strictement positifs, alors uy.1 - Vo+1 > 0 et on pourra conclure. On va étudier le signe de u,
et v, en faisant une récurrence.

. U, +V 2U,V,
Soituy >0,vy>0,etu; = >—2ety, = —2 0

Up +V,
On voit immédiatement que la stricte positivité de u, et vy entraine la stricte positivité de u; et v;. La propriété P(1) est
donc vraie.



Supposons maintenant que P(n) soit vraie, ¢’est a dire u, > 0 et v, > 0. Alors, on constate immédiatement que
u, +Vv 2u, v s s . . s .
Upsg = % >0,et Vpyg = ——" >0 (c’était ’idée de la démonstration). La propriété est vraie au rang 1, elle
+V
n n
est vraie au rang n+1 si elle est vraie au rang n, alors P(n) est vraie pour tout n.
P(n) (u, > 0 et v, > 0) étant vraie, alors on a directement u, — v, > 0 pour tout n, et donc u, > v, pour tout n. Cela
entraine, étant donnés les relation (1) et (2) que ’on a écrit plus haut, que :
Un+1 - Up < 0 donc (u,) est décroissante.

Vpe1 - Vi >0 donc (vy,) est croissante.

Montrons maintenant la convergence de u, -V, vers zéro. On ne peut y arriver directement. Par contre, on peut écrire
grace aux relations précédentes :

u; > U, >V, >v; (Croissance de (v,), décroissance de (uy)).

Donc (v,) est majorée par u, et croissante donc elle converge (vers | ); (u,) est minorée par v, et décroissante donc elle
converge (vers L). Cela implique que la différence u, —v, converge. Il reste & montrer que c’est vers zéro. Pour cela,
considérons la relation (3) a la limite, on obtient ;

L—1)
I L) NPT
2(L+1)
On résout cette équation en posant | comme paramétre et L comme inconnue, on obtient :
AN=4P;L=-31;L=I
La valeur L, est impossible car les deux suites ont des limites strictement positives. C’est donc la seconde possibilité

qui est la bonne. Les deux suites ont la méme limite, donc leur différence converge vers zéro.
Pour calculer I, on va utiliser la suite w, = U, V.

Wh+1 = Un+1 Vin+1 =

cette suite est constante et donc w, = Uy Vo, etalalimiteona: limw, = limu.v, =1° =UgyV,

N—+0 N—+x0
Donc I = Juyv,

Q3
Soient les suites de termes généraux :
u, +v .
Upep = % et Vpe1 =4JU, V, , pourn e N, up >0, v > 0. Montrer qu’elles sont adjacentes.

Comme pour la question précédente, pour déterminer le signe de Up.; - U, <0 et v, -V, >0, il faut étudier le signe
de u, — v, . Il faut montrer qu’une des deux croit, que I’autre décroit, et que la limite de u, — v, est zéro. Regardons ce
que donne Up+y - Up.
u, +v v
Upsg -Up= —2 -uy = —F1 (1)
n n 2 n 2
Il nous faudrait connaitre le signe de (v, — u,). Regardons ce que donne V.1 - Vp.

Vnst -Vn = 4/U, V, -V, (difficile de donner le signe a priori).
On peut tres facilement montrer par récurrence que si up >0,v, >0 alors U, >0, vV, >0 pourtoutn € N.

. ~ . 2 2 . . . .
Le signe de vn41 -V, est le méme que celuide v,,, -V, (car lamise au carré est une fonction croissante).

2 2 _ 2 _
Vi -V = UV, -V = Vn(un _Vn)

Encore une fois, il nous faudrait connaitre le signe de (v, — u,), ainsi que celui de u, et v,. On va donc les étudier.

. u, +Vv, R i
SOit Upeq - Va1 = — JJU, V, on veut connaitre son signe.

2
U2 +v2 +2u.V, (U, —v,)

2
u +Vv . . .
o ( n n) > UV, & —4 >0 (ce qui est toujours vrai)

u, +Vv
%> un Vn
Donc vV n e N, v, <u,, etdonc Uy - Uy, <0, et vy - vy, > 0. On en déduit donc comme a la question précédente que
v, Croit et u, décroit, qu’elles sont bornées et donc convergentes. Le méme type d’astuce permet de vérifier que la
limite de la différence est nulle.

>Uu

nn



Exercice A.2.8
Q1

Chercher toutes les suites géométriques de la forme " vérifiant la relation
3u, =10U,, -3U, ,,n eN,n > 2

On remplace U, par q" dans la définition de la suite.
39" =109""-30"° < q”‘2(3qn —10q +3): 0

Si on résout on obtient: A'=5* —3*3=25-9=16

g 54 1
3 3
5+4
==""-3

%=—3

Q2
Montrer que C, @, +C, Q, est solution de cette équation.

Si u,=C,q, +C, q, estsolution on peut écrire :
su, =3(C,q +C,q5)=3C,q +3C, g} =C,(3q7)+C,(303)
=C, (109 -3¢ )+ C, (1005 * ~30] )
=10(C,af " +Cyay)-3(Cial* + C.087)
=10u, ,-3u, ,
Q3
Exprimer C, et C, en fonctionde U, et U, .

ona:U,=C,g+C,q etu =C,q +C,q; avec ql:—% et 0,=3

u,=C+C, = C,=u,-C,

u=Cq +C, g = ul=%101+3c2 = ul=%1cl+3(uo—cl) - %cl =3u, — U,
9 3
C=—u,——u
MR R
9 3
CZZUO—C]_ = C2 :UO—EUO'FEUI
1 3
C,=—u,+—u
MR RRT N

Pour que lasuite C, @ +C, @, converge il faut que C, =0 car g, =3 mis & la puissance n diverge si n tend
vers I’infini.

—U, =0 soit U, =—3U, pour que la suite converge.

1
On veutdonc C, =—U, +
10 10



