
Exercice l. Bilans de conservation

On considere le mouvement d'un milieu deformable (un solicle ou un fltride) et on s'intere.sse d une

quantit 6, G (rnasse, chaleur, 6nergie, quantite de mouvernent..-) dont on note g la densite par unite de

volume. On clefinit un volume rje contrOle O arbitraire de frontiere f . La fonnc gen6rale d'un bilan de

conservation peut s'ecrire : dcfl'T + lpdr -- I /daot' 
{- 

t"

Interpr 1tezle sens physique dc chaque terme. En decluire I'expression gener:rle d'Lllle loi de conserva-

tion.
DemOntrez I'expression suivante utilis6e en cours :

dJ /Y,\

; - rdiv(v)

Denron lrezla symetrie rJu tenseur deS cOntraintes ' oit : a j;'
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Exerci ce 2. Lois de comportemetrt
pour un solirJe, Ia loi de comportenrent la plus sinrple est I'elastic-iti lineaire. Ironnttlt:z le loi de

Cr)nlportement et les hypotheses associees h ce modele-
p.urun ffuirl,-., rappele;i: h cii:finnioii d'tnr*tluitje newtolrien et clonnez la loi cle c0tnportenlent-

.J
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Exercice 1. Equation des ondes
On s'int6resse aux ondes acoustiques dans un fluide. Rappelez les 6quations de conservation de la
masse, de la quantitd de mouvement ainsi que la loi de comportement d'un fluide newtonien.

Indiquez la signification des hypothbses suivantes et modifiez les 6quations pr6c6dentes en cons6-
quence :

c fluide parfait,

o transformation isentropique,

r petites perturbations.
Formulez I'hypothdse des petites perturbations pour un fluide en 6coulement uniforme. Lin6arisez

les 6quations gdnlrales afin d'aboutir h l'6quation des ondes dans un 6coulementuniforrne.
Pour l'dquation des ondes classique (sans 6coulement), formulez les conditions aux limites suivantes

o pression imposde,

o vitesse ou d6placernent impos6s,

o imp6dance. 
d

Pour un conduit acoustiQUe, on peut utiliser un moddle uni-dimensionnel ou la pression acoustique
n'est plus fonction que d'une seule variable d'espace, par exernple p(r,t) (cette approximation est
valable en basse fr6quence et lorsque le domaine acoustique possbde une direction beaucoup plus
grande que les autres). Ecrive zl' t,quation des ondes pour ce cas particulier ainsi que les conditions aux
limites associ6es.

h,x*rci ce 2, Vibrations sl'une barre
Urre, bane est une structure uni-dimensionnelle (de section A et de longueur L) oir seuls les ddplace-
rnelils i:t cldfonnations longitudinaux sont possibles (c'est-ir-dire que les ddplacements transversaux, les
efforts tranchant et les moments de flexion sont consid6r6s nuls). Le mat6riau considdr6 est 6lastique
lin6aire de module d'Young .8.

Appliquez le Principe Fondamental de la Dynamique h un morceau de barre situ6 entre r et r * dr.
En d6duire 1'6quation diffdrentielle rdgissant les vibrations dans la barre.

Forrnuler les conditions aux lirnites possibles.

Comparez les r6sultats obtenus avec ceux d'un conduit acoustique. ''

''.' 
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llxencice 3, Vibrations d'une poutre
Une poutre est une structure uni-dimensionnelle (de section A et de longueur L) oir seuls les
d6placements et d6forrnations longitdOinarix sont possibles (c'est-b-dire que les ddplacements et les
efforts lcngitudinaux sont consid6rds nuls). Le matdriau consid6r6 est dlastique lin6aire de module
d'Young tr.

Appliquez Ie Principe Fondamental de la Dynamique b un morceau de poutre situd entre r et" r * dr.
En d6duire l'6quation diff6rentielle r6gissant les vibrations dans la poutre.

Formuler les conditions aux limites possibles.
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Exercice 1" j\'Iodes propres d'une barre lixe-libre
Op consiclcrc unc barrc de lt)ngrrcrv L et dc section ll. On note la Irtassc rrolunticltre p et Ic' ttrrtdttlc

cl'Youn g E.l-'exfrintilt<. t: - fl cst fixee et I'er.trernitc..:c - I cst Iibre.

tr(x,t)

r-0
Calculcz lcs dilbrr:recs cles mocles propre.s cle cette lrarrc: cl] slrivant lcs dtirpes :;uivlurtcs :

o DOrurcz l'6clurrtion du mOtlvelnent de l:t barre"

I Irontrulez les conrlitions aux lirnitc.s en r =- 0 et I.
c Clrercher une solution de la forme u(r,t) = 'Ir(r)q(f) (.s6paratiott dc's variables),crr dcduirc lc

Problbrne aux Valeurs Propres (P-VP,)-

r Calculcz le.s solutions dtt Problcnlc au;K Valctrrs Propres.

o Nonnulisez les modes propres

r Vcri fiez I'ortitogonalitc <Ies modcs proprcs-

Exercice ?. iVlodcs llropres d'unc birrre libre-libre
On corrsitjc\rc unc blrrre cle longue ur f, e't de section A. On nolc ]it Inilssc voltrtnirltre p"cl lc ltt0tlrrlc

ct'\burng tr" I-es cletrx extrdqitis r '= 0 et 1) : "[,.sont lihrcs"

a(v, l)

x:0 x *l-

CrJculcrz les nrocles proprcs cJe cettc barre ct identifier le.s mocles de corps rigidc.

Exercice 3. IVIotIes propres d'un cotrduit acoustique ferrne

On considcre un conduit acoustiqrre de longueur L et de sr-.ction A. Les dtux c;ttr6rnites cltr contluit

sorrt lcr:urecs. On note po Ia densite clu fluitle ct. cb la ccldrite rJrr son.

tT,Z=Ll
:i:it::: I

iJo:5_=l

--1Ei:-i/
'iJ_te.i1
il l--ri-:

x-0
Calculcz lc,s ntocles propres de ce condtrit acoustique"
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Exercice l. iVlodes propres d'une poutre encastrr6e-libre

On consit1dre une poutre cle longueur ,L, tle.section A et de nroment cluadratique .[, On note la ttrasse

Iin6iquepetlemoduleci'Young.E.Uextrdmit6z:0esten('astrdeetl'extrdrnit6r*Lestlibre'

Calculez les cl6form6es tles mocles propres de cette poutre en sttivattt les 6tailes stlrvantes :

. Donnez l'6quation dtt lnttuvement'

. Formulez les conditions aux linrites.

, Chercher une solurion cle la forme w(r,t) - ,(r)q(t) (separation des variables), en ddduire le

I'rotrldrne arrx Valetrrs Propres {P.V-P.)'

/: ::H:l:.,"::',il:::i:#:l'nre 
aux Varcurs'ropres 

\.,/
. V6riliez l'orthogonalite des mocJes propres {}..^"-\t e ** b

Exercice 2. t\Iodes propres d'une poutre libre-litrre

On consi6bre une poutre de longueur .L, de section A et de nroment quadraticluc 1. On note la masse

lin€.ique p et le module d'Young E. I-es deux e.xtr€mit6s t- : 0 et r - l sottt libres.

Calc*lez lcs rnocles propres cle cette porltre et iclentiher le.s rncrdes cle cOrps rigide.

Exercice 3. IVIodes propres d'ulte poutre simplement appuyde

On consicldre u1e. poutre de longueur Jl, cle section ,4 et de ntoment cirtaclratiqtre .I' On nOte la Inasse

lin6ique p er Ie moclule d'Young E. L,es rJeux extrdrnit6s tr + 0 et r =- .L sottt sinlplemetrt appuydes.

Calculez les modes propres de cette poutre. et identifier les nrodes cle corps rigicle-

Exercice 4. Nlodes propres dtrtne membrane circulaire
On colsiclgre une nrernbrane cilculaire de ra),on JT dont le bortl est fix6. [-es vibrations transversales

de cette rne.mbrane sont caract6riS6es par I'equation <Jes ondes :

I d2 tt,

7.36F-Airr=0',

Lavitesse cles ondes est fonction de la densit6 <Ju luat6riau et de lit te.nsirrn exetci.e. dans la membrane.

Calculez les modes propres de cette membrane.rr,("r,1)

f 
r+,(;,;l r)

r.r'(-r, / )
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Iixcrcicc 4. Vibrations d'unc mcmllranc

On consicle rc une membranc rectangulaire fixee sur tout lc contour S ct sotlmise i\ une tcrlsion

consr.rnte T. tJn eflbrt norm:rl au plan est appliqui en un point io, sitttd atr ccntre de la

rnenrbrane. On consiciere qle la forcc F(t) exercie, est poncttrellc ct pcriodiqtrc :

f-(r) = 4 sin(roor) . Calculez la reporrse cle Ia membrane i ccttc sollicitetiOtt.

PS1 O
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Exercice 1. Vibrations d'une corde

On considbre une corcle de longucur /, fixde ii scs deux extr€rnitis. Cette corde es( rendue en sQn centre

ou le. tl6placcment est A. Lt corrje cst lfichic i l'instant I : 0'

x=0 -t:LlT x= L

Calculez lc mouvement <Je la corde en suivant les €fapc.s suivantes :

. Donnez l,6quation du mouvement, lcs conrJitions aux limites et les conditiolls initiales.

. Formulcz et r6solvez Ie problEmc aux valeurs proprcs.

. En utilisant la dticomposition motlale, obtcnez tcs €quations caractirisant les amplitudcs

modales.

r Calculcz lcs amplitudes modales et donncz l'expression gdndratcdc la solution.

Exercice 2. Un nrarteau-pique.ur sur un pont

On corrsi6brc un pont cle longucur.L que I'crn moclilisc commc unc poutrc cn appui sirnplc dc section

I et dc momcnt quadrariqu. f . On notc p ct E la nrassc lindiquc et lc moelulc d'Young du b€ton' Un

martcau-piqucur cst utilisi sur Ie pont cD r : rs. on c'onsidire quc ce mertcau-Piqucur cxcrcc uno

l'orce ponc.tucllc p6riodiquc de puliation c,,,6 et tl'amplitucle Fo, c'cst-ir-<lire F(t) - F0 sirr(&rqt)'

.r"=l-

.2"\ -

Calculcz lcs vibrations du pont e t discutcz lcs propridtds <Jc la solution cn fonction cle la position z6

du nrarteau-piqucur et de sr friqucncc a/s

Excrcice 3' {J'e voiture sur un pont 
irisc conrnrc u.e implc dc scction

On cgnsidirc un pont dc longueur .I, que I'on modilisc conrnlc une poutre cn appur s

.r1 ct cle ,noment quadratiqu" f. On note p et E la ma.ssc linriiquc ct lc rnodulc d'Young du bcton' Unc

voiture roule sur le pont avec une vitcsse constanl* 1z (clle passc oll :r: : 0 I I'instant I : 0).Lc p<lids

dc la voiture exorce sur le pont une force .F con.sidir€e ponctue lle'

F'

Calcutez la rdponse du pont au pas.sagc dc

fonction de la vitcsse V du vchicrrle,

rr(x,0)

o r(t)

la voiturc. Discutez lcs propriit6s dc la solution cn
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Ilxercice 1. un piston dans un conduit acoustique
On considdre Lln conduit acoustiqlte de longueur L. Onnote pa etcs la clensit6 du fluide et la vitesse rJu

son clans le fluid e. L' extrernit6 droite (r - L) du conduit est ouverte sur rrn volume infini cle fluicte. A
I'extrdnriti gauche (r = 0), le concluit est ferrn6 par un piston mobile dont le mouvenrent e st caract6rise
par son accellration 7(r). A I'instant initial, le systenle est au repos et on consiclbre que le mouvernent
clu piston d6bute ir t - 0, c'est-i\-dire 7(f) - 0 pour, < 0.

r-0 x-L
Calculezle chanrp de pression acoustique gdn6,r6, par le mouvement du piston. Donnez la solution

glndrale pour un mouvement harnronique 1(t) - Asin(Ot).

Ilxerci ce 2. tJn tremblement de terre
Un inrrrreuhle est modelise corl]me riric poutre de hauteur // de section A et de mornent quadratique

/. On note p et lJ lamasse lineique et le moclule d'Young equivalents du bitirtrent. On consicldre que

le bitinrent rist encastrd clans lc sol. Un trenrbleurent tJe terre g6nere un lltouvenrent horizontal clu sol

caractdrise par son deplacement aleatoire lU(r.) clont le spectre cle I'acceleration *st clonnd ci-tlessous.

Czrlculez les vibrations du biitinrent. Qucrls sont les lnocles les plus sollicitds (cf. figure).

#) ri .i-.rr*\--r+'}f ffJ 3
sr.
i&
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Exercice 3. Le conduit auditif
On mod6lise le conduit auditif de I'oreille externe comme un tube rigide de section A - 60 mm?, de

longue ur L - 21mm, et ferm6 b une extr6mitd par le tympan. On note Po et cg ladensit6 du fluide et la

vitesse du son dans le fluide. A I'extrdmitd ouverte, le milieu ext6rieur impose une pression acoustique

d6finie par p sin(Qt). Calc ulez le champ de pression dans le conduit auditif.

Exerci ce 4" Choc sur une barre
On considdre une barre de longueur L et de section A. Cette barre

est exercde sur l'autre extr6mit6. On note p et E la masse lin6ique

La force coffespond Dr un chargement brutal de la barre : F(t) -
t > 0. Calculezle champ de d6placement dans la barre'

est fixde en r - 0, une force r' (r)
et le module d'Young du matdriau.

0pourt <

u(x,t F(t)

}*0

x-0
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