ROO04/TI07 - Optimisation non-linéaire

Stéphane Mottelet

Université de Technologie de Compiegne

Printemps 2003



Motivations et notions fondamentales

.1 MOtIVatIONS . . . . . . o
1.2 Formes quadratiques . . . . . . . . . .
1.3 Rappels de calcul différentiel . . . . . . ... ... ..
1.4 Notions sur laconvexité . . . . . . . . . .
1.5 Résultats d’existence etd’unicité . . . . . . . . . ...
1.6 Conditions nécessaires d'optimalité en I'absence de contraintes . . . . . ... ..
Exemples du chapitre | . . . . . . . .
Exercicesdu chapitre | . . . . . . . .

Les méthodes de gradient

.1 Les méthodes de descente . . . . . . . . . . ...
1.2 Les méthodes de gradient . . . . . . . . . . . . ...
Exemples du chapitre Il . . . . . . . . . .

La méthode du gradient conjugué
1.1 Introduction . . . . . .. e
.2 La méthode du gradientconjugué . . . . . . . . ..

13
19
25
33
37
41
49

54
55
58
62

65
66
72

> >

Sommaire

Sommaire
Concepts
Notions



\|

VI

Vil

<<

1.3 Interprétation de la méthode du gradient conjugué . . . . . . . ... ... .....

Méthodes de recherche linéaire
V.1 INtroduction . . . . . . . . e e e
V.2 Caractérisation de I'intervalle de sécurité . . . . . . . . . . . . . . ... ... ...

Méthodes de Quasi-Newton

V.1 Introduction . . . . . . .
V.2 Les méthodes de quasi-Newton . . . . . . . . . . . .
V.3 Méthodes spécifiques pour les problemes de moindres carrés . . . . . ... ...

Conditions d’optimalité en optimisation avec contraintes

VI.1  Lesconditionsde Lagrange . . . . . . . . . ..
VI.2  Lesconditionsde KuhnetTucker . . . . . . ... ... ... .. ... ... .....
VI.3 Exemplesdeproblemes . . . . . . .. .. ...
VI.4  Conditions suffisantes d'optimalité . . . . . .. .. ... ... ... .........

Méthodes primales

VII.1 Contraintes d’égalité linéaires . . . . . . . . . . . . . . ... .. ...
VIl.2 Contraintes d’'inégalité linaires . . . . . . . . . . . . . . . ... . .
VII.3 Méthodes de pénalisation . . . . . . . . . . . ..
VIl.4  Méthodes par résolution des équations de Kuhn et Tucker . . . . . . . . ... ...
Exemples du chapitre VII . . . . . . . . . .

Méthodes utilisant la notion de dualité
VIII.L1 Elementssurladualité . . . . . . . . . . . . . . . e
VIII.2 Methodesduales . . . . . . . . . . . . . e e

Sommaire
Concepts
Notions



Chapitre |

suivant »

Motivations et notions fondamentales

1.1 Motivations . . . . . . . . e e 5
1.2 Formes quadratiques . . . . . . . . . . . e e e e e 13
1.3 Rappels de calcul différentiel . . . . . . . . ... .. ... .. 19
1.4 Notions surlaconvexité . . . . . . . . . . . . . .. 25
1.5 Résultats d’existence etd'unicité . . . . . . . .. ... o 33
1.6 Conditions nécessaires d’optimalité en I'absence de contraintes . . . . . . ... .. 37
Exemples duchapitre | . . . . . . . . . e e e e 41
Exercicesdu chapitre | . . . . . . . . . e e e 49

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices



chapitre A section suivante »

|.1 Motivations

.1.1 Formulation générale des problémes d’optimisation non linéaire . . . . . 6
1.1.2 Un exemple en régression non-linéaire . . . . . ... ... ......... 8
1.1.3 Unexemple en mécanique . . . . . . . . . . v v it it e 10

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices



section A suivant »

1.1.1 Formulation générale des problemes d’optimisation non linéaire

La forme générale d’un probléme d’optimisation est la suivante :

min f(z), (1.1.2)

xE

sous les contraintes
(PC)

g(z) <0, (1.1.2)
h(z) =0, (1.1.3)

ou les fonctionsf, g et h sont typiquement non-linéaires (c’est I'objet de cette deuxiéme partie du cours).
L'équation {/1.1.2) désigne ce que nous apelleront demitraintes d’inégalitéet I'équation ¥1.1.3) des
contraintes d’'égalité

L'objet de ce cours est la présentation de techniques permettant de résoudre le p(Bllgmi@si que des
problémes ou soit un seul des deux types de contraintes est présent, soit des problémes n'y a pas de contraintes
du tout. Nous noterons ces types de problemes ainsi :

(PC) probleme général, avec contraintes d’inégalité et d’égalité,
(PCE) probleme avec contraintes d'égalité,

(PCl) probléme avec contraintes d’inégalité, Sommaire
(P) probléme sans contraintes. Concepts
Notions

Il va de soi que la plupart des problemes réels ou industriels ne sont pas initialement sous une des formes
proposées. C’est pourquoi un des premiers travaux consiste en général a mettre le probleme initial sous une

forme standard. Par exemple, un probléme donné sous la forme Exemples
Exercices
max g(z),
@BE )
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se mettra sous la forme standgR) en posantf(z) = —g(«)! Cependant, la mise sous forme standard
nécéssite en général un peu plus de travail, comme nous allons le voir dans les exemples qui suivent.

<44 7
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1.1.2 Un exemple en régression non-linéaire

10

-1.0 £ : i : i : ; ; ;

0 20 40 60 80 100
Sommaire
) » . . Concepts
On considére un probleme d’identification des parametrés: etc d’un signal du type Notions
f(t) = aexp (=bt) cos (ct + d),
Exemples

a partir d’échantillon$t;, y;];=1..., du signalf(¢) (ces échantillons sont représentés par les ronds sur la figure Exercices
ci-dessus).
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On propose de faire cette identification en minimisant la fonction Un exemple en
. régression
1 non-linéaire
J(aab7ca d) = 52(3/: _f(t’b))27
=1
1 m
= 3 (y; — aexp (—bt;) cos (ct; + d))?.
=1
Le choix d’élever au carré la distance enjreet f(¢;) est bien sdr arbitraire : on aurait pu prendre la valeur
absolue, mais le carré permet d’obtenir une fonctiatifférentiable (ceci sera bien sdr clarifié dans la suite).
Si nous n'ajoutons pas de conditions sur les parametiies, d le probléme posé est donc du ty(®), avec
z =la,b,cd' € R*. ce probléme est communément appelé un probléme de moindres carrés (non linéaire).
Sommaire
Concepts
Notions
Exemples
Exercices
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1.1.3 Un exemple en mécanique

u(x)

On considere une corde horizontale de longuetendue & ses deux extrémités, avec une tensidma dé-
viation éventuelle de la corde par rapport & sa position d’équilibre est désigneecpapourz € [0, 1]. Les
extrémités étant fixées, on aura toujou(8) = u(1) = 0. On négligera le poids propre de la corde par rapport
a la tensionr, cela permet d’affirmer qu’en I'absence d’action extérieure, la corde est au repos et on a donc
u(z) =0,Vz € [0,1].

Supposons maintenant que la corde est écartée de sa position d’'origine. Alors on peut montrer que I'énergie
potentielle associée a cette déformation (supposée petite) est

1 [t du\? Sommaire
E(u) = */ T () dx. (1.1.4) Concepts
2 Jo dzx Notions
En I'absence d’'obstacle, la position de rep¢s) = 0 minimise cette énergie. Il peut alors étre intéressant
d’étudier un probleme ol un obstacle empeche la corde de prendre la position triziate 0. Intuitivement, Seies

on voit bien que la corde va toucher I'obsctale en certains points, mais pas forcément en tous les points de Exercices
l'intervalle [0, 1] (cela va dépendre de la forme de I'obstacle)

10 > >
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Supposons par exemple que cet obstacle peut étre représenté par une fdngtiord. Alors la présence Un exemple en
de I'obstacle se traduit par la condition mécanique

u(z) > v(z),z €]0,1]. (1.1.5)

Si on veut connaitre la déformatieriz) de la corde lorsque I'obstacle est présent, on peut donc penser
gu'il est raisonnable de considérer le probléme

o1 /1 (du>2
min — 7| — | dx,
v 2o \do (1.1.6)

Il s’agit, techniqguement parlant, d’'un probléme de calcul des variations, et donc l'inconnue est une fonction
(la fonctionu(z)). Il parait donc pour l'instant impossible de le mettre sous forme standard. Cependant, on
peut essayer de résoudre un probleme approché, en utilisant la méthode des éléments finis :

Approximation avec la méthode des éléments finis

Puisque I'on est en dimension 1 d’espace, la méthode est trés simple a mettre en oeuvre. D’'une part, on
discrétise I'intervalld0, 1] : on considére les abscisses

k
$kzﬁak:0-~-N- Sommaire
Concepts
On considére le vectedf = [Uy,...,Uyx_1]", ainsi que la fonctiom y (=) définie par : Notions
un(xg) = Uk, un(0) = upn (1) = 0, de plusuy est continue et affine par morceaux.
Exemples
On peut alors montrer que Exercices

1
E(uy) = §UTAU,

<< 11 > >
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ou A est la matrice (définie positive) Un exemple en
mécanique
2 -1 0
—1 2 —1
A=171N? S
—1 2 —1
0 —1 2

On peut donc proposer la version approchée du problémhé)(:

-
{ min 35U AU, (1.1.7)

v(rg) —Up <0,k=1...N—1.
Il s’agit donc d'un probléme se mettant assurément sous la fofd&l). De plus la fonctionf(U) =

%UTAU est assez particuliére : il s'agit d’'une forme quadratique (nous y reviendrons plus tard). La fonction
g permettant d’exprimer les contraintes d’'inégalité, définie par

1}(.131) — Ul
g(U) = : ;
v(zn-1) — Un-1)
Sommaire
est de pludinéaire. Nous aborderons des méthodes tenant compte de ces particularités. Concepts
Notions
Exemples
Exercices

<< 12
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[.2.1 Définition d’'une forme quadratique

Cours :
exemple en mécanique

L'exemple précédent nous donne une idée, a partir d'un probléme particulier, de la forme que peut prendre
la fonction f. Une telle fonction s’appelle une forme quadratique. Nous allons maintenant étudier leurs pro-
priétées.

Définition 1.2.1. Soit A une matrice symétrique x n etb € R". On appelle forme quadratique la fonction
f:R" — R définie par
1
flx) = §JJTA$ —b'z.

Lorsque la matriced posséde certaines propriétés, la fonctfopeut prendre un nom particulier. La pro-

priété a laquelle nous allons nous intéresser est la positivité :

Définition 1.2.2. SoitA une matrice symétrique x n etb € R". On dit queA est semi-définie positive et on
note A > 0, quand
' Az >0, Vo € R"™.

On dit queA est définie positive et on note> 0, quand
z' Az >0, Vz e R", z £0.
Cette définition peut étre reliée aux valeurs propres de la matrice

Propriété 1.2.3. Soit A une matrice symétrique x n. On note{\; },—1..., ses valeurs propres (réelles). On
a les équivalences suivantes :
A>0<= X\, >0,i=1...n,

14 > >
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A>0<—= \;>0,i=1...n. Définition

. e " e . . d'une forme
Lorsque la matriced est définie positive (resp. semi-définie positive), on dira ¢jue) est une forme

: o e o . ! uadratique
guadratique définie positive (resp. semi-définie positive). Dans le casexrl définie positive la fonctiolf q q
possede un certain nombre de propriétés. Nous nous intéressons dans un premier temps aug(syrfaces
ouc e R.

Sommaire
Concepts
Notions
Exemples
Exercices

<< 15
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[.2.2 Propriétés des formes quadratiques définies positives

Exemples :
Exemple 1.1

Propriété 1.2.4. Soit A une matrice symétrique x n, définie positive eb ¢ R". Considérons la forme
guadratique

flx) = %xTAx —b'z.

On considére la famille de surfaces définie par
7e={z € R", f(¢) = ¢},
pourc € IR, et on définit le vecteut solution de
Az =0.

Alors v, est définie de la fagcon suivante :
— Sic < f(2) alors~y, = 0.
— Sic = f(&) alors~, = {&}.
— Sic > f(&) alors~, est un ellipsoide centré en

Démonstration : La matrice A étant diagonalisable, il existe une matriPe(la matrice des vecteurs
propres) orthogonale telle que
PTAP=D,

16 > >
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ou D = diag(Ag, ..., \,) avec); > 0. On fait le changement de variahje= = — & : cela donne Propriétés des
1 formes

f@E+y)=f(@)+ (A2 —b)Ty+ gyTAy, quadratiques

définies

et puisquedz = b, on a ) positives

fla) = f(@) + 5 (- &) Az — 2).

On fait maintenant le changement de variable- &) = Pz, ce qui donne

f@) = f(aE)Jr%zTPTAPz,

= f(z)+ %ZTDZ,

. 1 n )
f(@)+ 5;)‘1%-

La surfacey, est donc définie par

= {ZGRH7 ;;Aﬂf—c—f@)}

Sic— f(&) < 0il estclair gqu'il n'y a pas de solution a I'’équation

1> Sommaire
= Nz2=c— f(& Concepts
2 2 R f( )’ Notions
1=
puisque le second membre est toujours positifé Si f(Z) la seule solution est = 0, c’est & direzr = Z. Si
¢ > f(&) I'équation définit bien un ellipsoide, puisque kessont positifs. O Exemples
Nous avons en fait démontré un résultat trés intéressant qui caractérise la valeur minimale pfise par Exercices

quandz parcourtR" :

<< 17 > >
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Théoréme 1.2.5. SoitA une matrice symétriquex n. définie positive g € IR", et soitf la forme quadratique
associée, définie par
1
flx) = §:L'TAac —b'z.
Soiti le vecteur (unique) vérifiamdz = b, alors z réalise le minimum d¢, c’est a dire

f(@) < f(z), Vo e R™.

Ce résultat est une conséquence directe de la prop2é4é

<< 18
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|.3.1 Définition de la différentiabilité

DansR" on notez le vecteur colonne

T

Tn

et la notatiorl|.|| désignera, sauf indication du contraire, la norme euclidienne

1
n 2
ol = (z) |
k=1

Avant de donner la définition de la différentiabilité, il est important de rappeller celleamtmuité:

Définition 1.3.1. Soitf : R" — R™, on dit quef est continue au poini € R" si pour tout réele > 0 il
existen > 0 tel que

|z —all <n=|f(z)-fla)] <e
Voici maintenant la définition de la différentiabilité :
Définition 1.3.2. Soitf : R" — R™ représentée dans la base canoniqueRieé par le vecteur
fi(z)
f(z) = : : (1.3.1)

fm ()

continue ez € R". On dit quef est différentiable en s'il existe une application linéaire, notéé(a), telle
que pour tout, € R" on ait

fla+h) = f(a) + f'(a)h + ||h]| e(h), (1.3.2)

20 > >
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ou¢(.) est une fonction continue en 0 vérifidnhy, .o e(h) = 0. On appellef’(a) dérivée def au pointa. Définition de la
. A . o . . différentiabilité
La notationf’(a)h doit étre prise au sensf”(a) appliqguée &". Cette notation devient assez naturelle
lorsque I'on représentg’ (a) par sa matrice dans les bases canoniquéR'det R"™, comme le montre plus
bas la propositiom.3.2.

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
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1.3.2 Calcul de la dérivée premiere

Exemples : Exercices :
Exemple 1.3 Exercice 1.2
Exemp|e 1.2 Exercice 1.1

On peut d'ores et déja donner un résultat "pratique” permettant de calculer directement la dérivée a partir
du développement.B.2) :

Proposition 1.3.1.  Soitf : R" — R™ différentiable eru, alors

1o fatth) — f(a)
t—0 t

= f'(a)h.

Démonstration : Onaf(a+th) = f(a) +tf'(a)h + |t| ||| e(th), d’ou
fla+th) - f(a)

f'(a)h = ; =+ ||| €(th).
Il suffit de noter quéim;_.q e(th) = 0 pour conclure. O
La quantitéf’(a)h est appellée communémeddrivée directionnellele f au pointa dans la directiorh. Sommaire
La proposition suivante fait le lien entre la matricefién) et les dérivées partielles deau pointa : C,\?nfepts
otions
Proposition 1.3.2.  Soitf : R" — R™ différentiable eru, alors on peut représentef’ (a) par sa matrice
dans les bases canoniquesi8é et deR™ et on a
8f Exemples
/ o Y Exercices
@i = 53 (@)

22 > >
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Démonstration : On note{e!, ... e"} la base canonique d&". Par définition de la matrice, Ig’éme
colonne def’(a) est obtenue en appliquarft(a) au j ©M€vecteur de la base canonique B'. On obtient

donc le vecteur )
fla+ted) - f(a)
t )
grace a la proposition.3.1. La définition def donnée parl(3.1) permet d’écrire que

[f/((l>€j]qj _ }L{% fz(a + te;) — f'i(a’)’
fi(al,...,aj —|—t7...,an) —fi(al,...,an)
t—0 t

= 6Tsj(a)'

/ J 1
S

)

O

On appelle souvent’(a) la matricejacobiennede f au pointa. Lorsquem = 1 on adopte une notation et

un nom particuliers : Igradientest le vecteur not®¥ f(a) et défini par
flla)=Vf@T,

etona
fla+h) = f(a) + Vf(a) h+ || e(h).

<< 23
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|.3.3 Dérivée seconde

Exemples : Exercices :
Exemple 1.4 Exercice 1.4
Exercice 1.3

On se place maintenant dans le eas- 1, soit f : R" — R.

Définition 1.3.3. L'application f : R" — R est dite deux fois différentiable s'il existe une matrice symétrique
V2f(a) telle que
fla+h) = f(a) + V(@) Th+hTVf(@)h+ [h])* e(h).

On appelleV? f(a) matrice hessienne geau pointa. Comme I'énonce le théoréme suivant (non démon-
tré), cette matrice s’obtient a partir des dérivées secondg¢s de

Théoréme 1.3.4. Soit f : R" — R une fonction deux fois différentiable en un paintSi on notey(z) =
V f(z) alors la matrice hessienne est définie patf(a) = ¢'(a), soit
0% f

- 8T18.T]

[V2£(a)li;

24
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[.4.1 Définition de la convexité

Exemples :
Exemple 1.5

La convexité est a la base une propriété géométrique, assez intuitive d'ailleurs, qui permet de caractériser
certains objets. On voit assez bien ce qu’est un objet convexe dans un espace a deux ou trois dimensions. Nous
allons maintenant montrer comment cette propriété peut aussi s'appliquer aux fonctighsidesR.

objet convexe objet non convexe

€ 3

o X X y

s Y
Sommaire
Concepts
A n . . Notions
Définition 1.4.1. Un ensembldd c R" est dit convexe si pour tout couplle, y) € K2 etV A € [0,1] on a

A+ (1— Ny € K. Exemples
Exercices

Cette définition peut s’interpréter en disant que le segment relienj doit étre dand<. Elle se généralise

26 > >
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de la fagon suivante : on dira qu'un vecteguest une combinaison convexe des poits, . .., z} sion a Définition de la
» convexité
Yy = Z )\ixza
=1
avech; > 0etd? X\ =1.
On peut citer quelques cas particulief8" tout entier est un ensemble convexe, de méme qu’un singleton

{a}.

Propriété 1.4.2. Soit une famille{ K, },— ., d’ensembles convexes®t= (._, K;. Alors S est convexe.
Sommaire
Concepts

Notions

Exemples
Exercices
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|.4.2 Fonctions convexes

fonction convexe fonction non-convexe

X y X y

Définition 1.4.3. On dit qu'une fonctiory : K — IR, définie sur un ensemble conveXeest convexe si elle
vérifie
On dira quef est strictementonvexe si

Lorsquen = 1 cette définition s’interprete bien géometriquement : le graphe de la fonction est toujoursen ¢ .
dessous du segment reliant les poinatsf(x)) et(y, f(y)). Concepts

Corollaire I.4.4. On définit pour(z,y) € K2, ol K est un ensemble convexe, la fonction[0, 1] — R par Notions
p(t) = f(tz + (1 = t)y).

Alors on a I'équivalence Exemples

Exercices

©(t) convexe sufo, 1], V(z,y) € K? < f convexe Sui.

28 > >
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Démonstration :  Sip(t) est convexe suyp, 1] on a en particulier

ce qui donne exactement

La réciprogue est admise.

<<

p(A) < Ap(1) + (1 = X)¢(0), VA € [0,1],

fOAz+ (1 =Ny) <Af(@)+ (1= A)f(y)

29

suivant »

Fonctions
convexes

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices



<« précédent section A suivant »

|.4.3 Caractérisation de la convexité en termes du hessien

Exemples :
Exemple 1.6

Dans le cas off : K ¢ R — R on a le résultat suivant :

Propriété 1.4.5. Si f : R — IR est 2 fois continiment dérivable sl convexe alorsf est convexe si
et seulement sf”(z) > 0,Vx € K et strictement convexe si et seulement’§z) > 0,Vz € K (sauf
éventuellement en des points isolés).

Ce résultat se généralise pour> 1 : le résultat suivant fait le lien entre le hessien et la propriété de
convexité :

Théoréme 1.4.6. Soit f : K ¢ R" — IR une fonction deux fois différentiable, alofsest convexe si et
seulement sV2f(z) > 0, Vz € K, et strictement convexe si et seulementf(x) > 0, Vz € K.

Démonstration : La démonstration fait appel a un résultat obtenu dans I'exertite: si on définit
o(t) = f(x +ty) alorson a
o' (t) =y V2 f(z + ty)y,

. A P . . . S i
et on sait grace a la propriété4.5que f convexe sp” (t) > 0, Vt. On aura doncf convexe si et seulement si C%?gi'{se
S ) Notions
y Vif(z+ty)y >0, Y(z,y) € K7,
d’oul le résultat. U Exemples
Exercices

Le corrolaire suivant est immédiat :
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Propriété 1.4.7. Soit f une forme quadratique définie par

1
f(z) = ixTAx —b'z,

alors f est convexe si et seulementdsi> 0, et strictement convexe si et seulement st 0.

Cela provient du fait qu&? f(x) = A (voir 'exemplel.4).

<< 31
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|.4.4 Caractérisation de la convexité en termes du gradient

Dans le cas ou la fonctiofi n’est supposée qu’une fois différentiable, on a le résultat suivant :

Théoréme 1.4.8.Soit f : K ¢ R" — R une fonction une fois différentiable, alofsest convexe si et
seulement si

fy) 2 f(@) + V(@) (y - 2), Y(z,y) € K>.
La fonctionf est strictement convexe si et seulement si

fy) > f@)+ Vi) (y—=), Y(z,y) € K2 z#y.

On voit bien l'interprétation géométrique de ce dernier resultat quard1 : le graphe d'une fonction
convexef se trouve toujours au-dessus de la tangente en un point donné.
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|.5 Résultats d’existence et d’unicité

1.5.1 Théoremes généraux d’'existence . . . . . . . . . . . v v v v v v oo 34
1.5.2 UNICItE . . . . o 36
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[.5.1 Théoremes généraux d’existence

Considérons notre probléme d’optimisatioh. 1 introduit au début du cours, que I'on écrira pour 'occa-
sion un peu différemment, en mettant les contraintes sous la ferm& c R" :

51%1}{1 f(z). (1.5.2)

Nous allons donner deux résultats trés généraux d’existence d'une solution au proleiné\(paravant
nous avons besoin de la définition d’'un ensemble compact :

Définition 1.5.1. Un ensemblegsk’ ¢ R" est dit compact si, de toute suife}, ouxy, € K, Vk, on peut
extraire une sous-suite convergente.

Nous donnons le théoréme suivant sans démonstration :
Théoréme 1.5.2. Un ensemblds ¢ R™ est compact si et seulement si il est fermé et borné.

DansRR, les intervalles fermés du tyge, b] (ou des reunions de tels intervalles) sont compacts. La notion
de fermeture signifie qu’une suife;; }, ouxy € K, Vk, doit converger vers une limite € K. Pour illustrer
sur un exemple qu’un intervalle ouvert ddisie peut pas étre compact, on peut considérer I'exemple suivant.
Soit K =]0, 1] et la suitex;, = 1/k, on a bienr;, € K maislimy_,., =0 ¢ K.

Voici maintenant deux résultats d’existence, dont les démonstrations peuvent étre consultées dans les do- Concepts

cuments.

Théoreme 1.5.3.Si f : K € R" — R est continue et si de pluk est un ensemble compact, alors le
probléme [[5.1) admet une solution optimalee K, qui vérifie donc

f(@) < f(x), Vo € K.
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Le second résultat est moins général car il considére le cas partisutielR" : Théoremes
R N , . "o generaux
Théoréme 1.5.4. Soit f : R™ — R une fonction continue sUR”™. Si dexistence
[ lnim fle) = oo,
alors (1.5.1) admet une solution optimale
Démonstration : Soitzy € R". Puisquelim | ., f(z) = oo il existe M > 0 tel que||z|| > M =
f(z) > f(xo), donc
IM >0, f(z) < flxo) = ||zl < M.
Puisques est caractérisé pay (i) < f(x), Yz € R", on a donc forcémerjtz|| < M. Donci: est solution
du probléme
min 45
uwnng( )
et le théoréme précédent s’applique, la bo{tec R", ||z|| < M} étant compacte. O
Sommaire
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Notions
Exemples
Exercices

<< 35



<« précédent section A

1.5.2 Unicité

L'unicité résulte en général de propriétés de convexitéf(dedeK).

Théoréme 1.5.5. Soitf : K € R" — R strictement convexe sut convexe. Le minimum desur K, s'il
existe, est unique.

Démonstration : Soit donci € K tel quef(z) < f(z), Vz € K. Supposons qu'il existg # & tel que
f(@) < f(z), Va2 € K. Formons poun €]0, 1] le vecteur

u= A+ (1 =Nz,
D’aprés la stricte convexité déet puisque nécessairemefiftj) = f(&) on a
f(u) <Af(G) + (1 =N f(E) = f(2),

ce qui contredit le fait qué soit un minimum. On a dong = 4. O
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1.6 Conditions nécessaires d'optimalité en I'absence de
contraintes

1.6.1 Conditions NECESSAIreS . . . . . . . . v i i e e 38
1.6.2 Conditions nécessaires et suffisantes . . . . . . .. ... ... ... .... 39
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[.6.1 Conditions nécessaires

On va maintenant regarder de plus prés le ca&og R", c’est a dire le probléme sans contraint&y.
Dans le cas olf est différentiable, on a le résultat suivant :

Théoréme 1.6.1. Soit f : R" — R différentiable et:: vérifiant
f(#) < f(z), Yz € R,

alors on a nécessairement
V(&) =0.

Démonstration : Pour toutt € R™ et pour touth € R" on a

f(&) < f(2 + th).

Onadonc A .
T J;(x %) _vr@)Th<o,
et ) . "
T G J;(”“" ) @) Th >0,
n Sommaire
doncVf(2)Th =0,Vh € R", doncV f(#) = 0 (prendre par exemplé = V£(2)). O Concepts
Notions
Exemples
Exercices
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|.6.2 Conditions nécessaires et suffisantes

La condition de gradient nul devient suffisante dans le caf @st convexe :

Théoréme 1.6.2. Soitf : R™ — R convexe et différentiable. Sivérifie
Vf(E) =0,

alorsonaf(z) < f(x), Vo € R".

Démonstration : Soientz € R" et € [0, 1]. Puisquef est convexe on a
FOG + (1= N2) < Af(@) + (1= N f(@).
On retranchef (z) de chaque c6té de 'inégalité, on note que
A+ (1-N2E =2+ Az — 1),
puis in divise par\, ce qui donne I'inégalité

Et si on fait tendre\ vers0 on obtient

V@) (z - %) < f(a) - £(@),
donc0 < f(x) — f(2).

Sommaire
Concepts
Notions

d

Lorsque la fonction n’est pas convexe, on ne peut donner qu’une condition nécessaire et suffisante d'opti- Exemples
malité locale. On désignera par minimum local (que I'on oppose au minimum global) un vecteur vérifiant les ~ Exercices

conditions suivantes :
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Définition 1.6.3. On appelleraz* minimum local def, s'il existed > 0 tel que

f(@®) < f(=), Vo, |lz — 2™ <6

Dans le cas oif est deux fois différentiable on peut alors donner le résultat suivant :

Théoréme 1.6.4. Soit f : R” — R deux fois différentiable. Si

{ Vf(z®) =0,
V2f(z*) >0,

alorsz* est un minimum local dg.

Démonstration: On a

f(z* +th) f@*) +tVf(z*) h+ gthgf(x*)h + 2 ||h|% (th),

+2
= f@*) + ATV (@) + £ B (h).
On a donc pout > 0

fla +th) — f(z7)
t2

_ %hTV2f(w*)h +[1B]2 <(th).

Donc sit est suffisamment petit on aura bigw* + th) — f(z*) > 0 puisqueV?f(z*) > 0.

<< 40
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Exemple I.1 Courbes de niveau d’'une forme quadratique dans R?
On consideére la fonctioffi(z) = 127 Az — b" 2 ol A est une matrice symétriqiex 2 définie positive.

On noteP la matrice des vecteurs propreset> Ay > 0 les deux valeurs propres. Notofida solution du
systeme linéairelz = . On a montré que les courbes iso-valeurs sont définies par I'équation

1
§(>\12% + \223) = ¢ — f(2),

ou on a effectué le changement de variable P(xz — ). Sion ac — f(&), 'équation ci-dessus définit une
ellipse dans le repére, 22), dont I'équation “canonique” est donnée par

On sait que I'on peut décrire cette ellipse par la courbe parametf(qDJ.et € [0,2n] avec
acost
At = < bsint ) ’
donc I'équation paramétrique de la courtie¢) dans le repere original est

. acost
z(t) —x+P( bsint )

avec
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Lancer la simulation
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10.16

8.10

6.03

3.97 -

1.90 4
-0.16 T T T T T T T

-4.31 -2.48 -0.65 117 3.00 483 6.65 8.48 10.31

Retour au grain
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Exemple 1.2 Gradient d’'une fonction quadratique

On considére la fonctioffi(z) = 32T Az — b" 2 ol A est une matrice carrée symétriquex n. On a

1 1
flz+th) = ixTA:rJritthAththAh+bT(:L'thh),

flx)+t(z"A—b")h + %RhTAm
on a donc

f(z +th) — f(z)
t

Puisqudim;_.g 2th" Ah = 0, on adoncV f(z) = Az — b.

=(Az—b)"h+ %thTAh.

Retour au grain
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Exemple 1.3 Dérivée d’une fonction affine

On considére la fonctioffi(x) = Cx + d ouC est une matrice: x n. Onaf(z+h) = Cz+Ch+d =
f(z) + Ch.Doncf'(z) = C, Vo € R". On notera qu'icif est différentiable pour tout € R", ce qui n’est
pas forcément le cas quarficest quelconque.

Retour au grain
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Exemple 1.4 Matrice hessienne d’une fonction quadratique

n X n. Lexemple précédent nous a donwi¢ (z) = Az — b. Puisque la matrice hessienne est la dérivée
du gradient on a dont? f(x) = A.

Retour au grain
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Exemple 1.5 Combinaison convexe de points dans le plan

157

103 4

0.49 -

Lancer la simulation

-0.05

-0.59

-113 T T T T
-1.87 -1.10 -0.34 0.43 119 1.96

Considérons un ensemble de points du glah . .., 27}. La simulation qui est proposée ici permet de générer
aléatoirement un trés grand nombre de points de la forme

p
y' = N,
i=1

en tirant aléatoirement les coefficientd; },—=1.., suivant une loi uniforme suj0, 1], renormalisés en les
divisant par leur somme, de fagon a ce que I'on ait toujdufs, \; = 1. Le polygone “limite” contenant tous
les points générés s’appelletiveloppe convexdes points{z?, ..., 2P}.

Retour au grain
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Exemple 1.6 Convexité d’'une fonction quadratique
On considere la fonctiorf(z) = 12" Az — b'z ol A est une matrice carrée symétrique. Puisque

V2f(x) = A (voir lexemple précédent)f est convexe si et seulementsi> 0, strictement convexe lorsque
A>0

Retour au grain
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Exercices du chapitre |
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Exercice .1 Calcul d’une dérivée composée

Soit f : R" — R définie par et: : R — R". On définit la fonction réellg(t) = f(x(t)). Calculerg’(t).

Retour au grain
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Exercice 1.2 Calcul du gradient d’une fonction quadratique

On considére la fonctioffi(z) = 327 Az — b" 2 ol A est une matrice x n. Montrer que 'on a

V(@) = %(A +AT)z —b.

Retour au grain
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Exercice 1.3 Calcul d’'une dérivée seconde composée

Soit f : R" — R définie par et: : R — R". On définit la fonction réellg(t) = f(x(t)). Calculerg” (t)
dans le cas oi(t) = (u + tv) olu etv sont deux vecteurs d&", puis pourz(t) quelconque.

Retour au grain
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Exercice 1.4 Calcul du hessien d’une fonction quadratique

On considére la fonctioffi(z) = 327 Az — b" 2 ol A est une matrice x n. Montrer que 'on a

V2f(x) = %(A +AT).

Retour au grain
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1.1 Les méthodes de descente
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I1.1.1 Principe des méthodes de descente

Définition 11.1.1. Soit f : R™ — R. On dira qu’un vecteur! est une direction de descente es'il existe
t > 0tel que
fla+td) < f(x), t €0,1].

Le principe d’'une méthode de descente consiste a faire les itérations suivantes
Tpt1 = Tk + tpdg, ty >0, (1.1.1)

tout en assurant la propriété
f(@pt1) < flzg)-

Le vecteurd;, est la direction de descente ep. Le scalaire;, est appelé Ipasde la méthode a l'itératioh.
On peut caractériser les directions de descente,enl’aide du gradient :

Proposition 11.1.1.  Soitd € R" vérifiant
Vf(x)'d <o,

alors d est une direction de descente&n

Démonstration : on a pourt > 0
f(z+td) = f(z) +tVf(z)"d+te(t),

donc si on écrit
flz+td) — f(x)
t
on voit bien que pout suffisamment petit on aur(z + td) — f(x) < 0. O

= Vf(z) d+e(t),

56 > >
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Dans la méthoddlI(1.1) le choix det;, est lié a la fonction Principe des
méthodes de
o(t) = f(zr + tdr), descente

en particulier, une fagcon de choisjr peut étre de résoudre le probléeme d’optimisation (& une seule variable)

min p(t).

Le past; obtenu ainsi s’appelle le pas optimal. La fonctioft) = f(z) + tdy) étant différentiable, on a alors
nécessairement
@/(tk) = Vf(Tk + tk,dk)—rdk; = 0.
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I1.2.1 Principe des méthodes de gradient

Exemples :
Exemple 1.1

On cherche a déterminer la direction de descente qui fait décditie= f(x + td) le plus vite possible
(au moins localement). Pour cela on va essayer de minimiser la dérivée)den0. On a

¢'(0) = Vf(z)'d,

et on cherche solution du probléme
. /
min  ¢'(0).
deR" jaj=1

La solution est bien sdr

/16

V£
en vertu de l'inégalité de Schwartz.
Il'y a ensuite de nombreuses fagon d'utiliser cette direction de descente. On peut par exemple utiliser un
pas fixé a priort;, = p > 0, Vk.

Sommaire
On obtient alors la méthode du gradient simple : Concepts
Notions
dk = _vf(xk)a
Tkt1 = Tk + pdy.
Exemples

Sous certaines hypothéses de régulayitddux fois différentiable) cette méthode converge sst choisi
assez petit.
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[1.2.2 La méthode du gradient a pas optimal

La méthode du gradient a pas optimal consiste a faire les itérations suivantes

dk = _Vf(xk)v
11.2.1
{ Try1 = Tg +ledy, ( )
out, est choisi de maniére a ce que
f(l‘k + tkd}c) < f(xg + tdy), ¥t > 0. (1.2.2)

Cette méthode possede une propriété interessante :

Proposition 11.2.1.  Soit f : R" — R une fonction différentiable. Les directions de desceltgénérées
par la méthodel(.2.1)-(11.2.2) vérifient
diy1di = 0.

Démonstration :  Si on introduit la fonctionp(t) = f(zy + tdy), on a

@' (t) = Vf(xg + tde) T dy,

et puisquep est dérivable on a nécessairemenft;,) = 0 donc ,
Sommaire

©
Vf(zk + tede) Td = Vf(zpy1) Tde = —djl, 1di = 0. orcepe

Exemples
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[1.2.3 Calcul du pas optimal dans le cas quadratique

Exemples :
Exemple 11.2

1

Onaf(z) = 2" Az — b"x avecA > 0 eton notep(t) = f(z, + tdy). Le pas optimat,, est caractérisé

par
@/(tk) =0,
on a donc
Vf(l‘k + tkdk)Tdk = (A(mk + tkd;@) — b)Td;C =0,
soit

(Vf(zy) + teAdy) "dy = 0,
on obtient donc
 Vif(zx)"dy
df Ady '

qui est bien positif ca#, est une direction de descentelgtAd; > 0 (car A > 0).

tr =

La méthode du gradient a pas optimal peut donc s’écrire (dans le cas quadratique)

dk = b— Aa:k,
_ did
be = 4] Ady,
Tpp1 = Tp + tpdg.
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Exemple 1.1 Méthode du gradient simple dans le cas quadratique

Dans le cas oif(z) = 127 Az — b" = la méthode du gradient simple peut s'écrire

{ dp = b— Az, (11.2.4)

Thy1 = T+ pd,

oup > 0 est fixé a priori. Il existe bien sir des conditions gyoour que la méthode converge. Nous illustrons
ici le fonctionnement de la méthode dans le ©as 2 sur une petite simulation.

11

Lancer la simulation
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Concepts
Notions

152

Exemples
Retour au grain

63



<« précédent section A

Exemple 1.2 Méthode du gradient a pas optimal dans le cas quadratique

Dans le cas oif(z) = 127 Az — bz la méthode du gradient & pas optimal peut s’écrire

dk = b— A{,Ck,
_ did
tyk = d] Ady’
Tpr1 = Tp + trdy,

Nous illustrons ici le fonctionnement de la méthode dans lexcas2 sur une petite simulation.

6.13

511
4.09
Lancer la simulation

3.06

2.04

102 T T T T
-1.74 -0.30 115 2.60 4.05 5.50

Retour au grain
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[11.1.1 Directions conjuguées

Définition I11.1.1. Soit A une matrice symétrique x n, définie positive. On dit que deux vecteursty de
R"™ sontA—conjugués (ou conjugués par rapportd s'il vérifient

' Ay = 0. (11.1.1)
La matrice A étant définie positive, la forme bilinéairdz,y) = =" Ay définit un produit scalaire et

la relation (11.1.1) traduit I'orthogonalité des vecteunset y pour ce produit scalaire. La démonstration du
théoreme suivant est laissée en exercice.

Théoreme 111.1.2. Si{dy,ds,...,d;} sont des directiongl—conjuguées deux a deux, soit
dl Ad, =0, Yi,j,i<j<k,
alors elles sont linéairement indépendantes.

Considérons maintenant daR$ une méthode de descente appliquée a la minimisation d’une forme qua-
dratique définie positivg(z) = 12" Az — bz :

1 = o+ podo,
Ty = 1+ pids,

avecd, etd; deux directionsd—conjuguées et et p; déterminés de fagcon optimale. On a donc les relations
suivantes :

Vf(l’l)-rd() = (Axl — b)Td() = 07
Vf(xe) dy=(Aze—b)Tdy = 0,

carpg et p; sont optimaux. Montrons que I'on a de plus

Vf(.’L'Q)TdO =0.
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Ona Directions
conjuguées
Vf(xz)—rdo = (Azg — b)Tdo = (A(z1 + p1dr) — b)Tdo,
= (Azy —b)"do + p1d] Ady,
= 0.

PuisqueV f(z2) "dy = Vf(z2)Tdy = 0 etdy,d; linéairement indépendants, orNgf (z2) = 0, o réalise
donc le minimum def surR?. La relation de conjugaison permet donc a la méthode de descente de converger
en deux itérations (dans le casou= 2).

Définition 11.1.3. Soit{dg, ds, ..., d,} une famille de vecteud—conjugués. On appelle alors méthode de
directions conjuguées la méthode

o donné
Thy1 = Tk + prdr, pr Optimal

On va maintenant montrer la propriété vérifiée poute 2, a savoirz,, = Z ou  réalise le minimum de

f(z) = s " Az — bz, est valable pour tout.

Sommaire
Concepts
Notions

<< 68



<« précédent section A

[11.1.2 Lemme fondamental

On se donne priori une famille{dy, ds, . .., d, } de directions conjuguées et on note

E, = VeCt(d07d1, 500 dkfl),

le sous-espace vectoriel engendré par les vectgurs, . .., d,_1. Par construction, I'algorithme de direc-
tions conjugué
T donné
. 1.1.2
{ Try1 = Tk + prdy, pr Optimal ( )

construit itérativement un vecteuy, vérifiant
T € Tg + E.
\oici I'énoncé du lemme fondamental :

Lemme II1.1.4. Le vecteurr;, défini par 'algorithme (I1.1.2) réalise le minimum d¢(z) = 32" Az — b’z
sur le sous espace, + FEy, c'est a direx;, € xg + Ej et

flzx) < f(x), Vo € x4+ Ey.
Pour la démonstration de ce lemme nous aurons besoin du théoréme suivant :

Théoréeme I11.1.5. Une condition nécessaire et suffisante pour guec Ej + xz réalise le minimum de
f(z) = 32T Az — b" x sur le sous espace, + Ej, est

Vf(xe)'di=0, Vi=0,...,k—1.
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Démonstration :  Condition nécéssaire : supposons gie) < f(z), Vz € z¢+ Ex. On adonc pour Lemme

toutt € R, fondamental
f(zx) < flzgp +td), Vd € Ey,.

On a donc soit
(f(zk 4+ td) — f(z))/t >0, sit>0,

soit
(F(ax +td) — f(zx))/t <0, sit<0.
Si I'on fait tendret vers zéro, on en conclut que
Vf(ze)'d=0, Vd€ Ey,
donc en particulie’V f(z;) 'd; = 0,Vi =0, ...,k — 1. On admettra que la condition est suffisante. O

Démonstration du lemme fondamental : Péue 1 on a

x1 = xo + podo,

avecp, optimal, c’est a dire&V f(z1) "dy = 0. Puisqued, € F; la propriété est donc vérifiée pokir= 1.
Supposons maintenant que la propriété est vérifiée a I'drdre

Vi) 'di=0, Vi=0,...,k—1.

Sommaire
) Concepts
D’une partp;, est optimal don& f (1) ' dx = 0. D’autre part on a powd < i < k Notions
Vf($k+1)Tdi = (A(zk + prdi) — b)Tdi,
= (Azp —b)"d; + prdf Ad;
= O7
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carpy, est optimal et/] Ad; = 0 (conjugaison). On a donc Lemme
fondamental

Vf(zper) di, YVi=0,... k,
ce qui démontre le lemme fondamerital.

Un corollaire direct est donc que la méthode de directions conjuguées convengiééeations au plus,
puisqueE,,_; = R".
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[11.2.1 Algorithme de la méthode du gradient conjugué

L'idée de la méthode est de construire itérativement des direcfigns. , d;, muutellement conjuguées.
A chaque étapé la directiond,, est obtenue comme combinaison linéaire du gradient.est de la direction
précédentd,_1, les coefficients étant choisis de telle maniére gusoit conjuguée avec toutes les directions
précédentes. Sil'on notg, = V f(zy), 'algorithme prend la forme suivante

On se donne; et on posely = —gg.

Tk+1 = Tk + prdg, avec (|||.2.1)
T
9 di
L = ——ZE = 1.2.2
Pk dn T Ady,’ (l.2.2)
dk+1 = —gg+1 + Ordi, avec (|||.2.3)
T
gk+1Adk
= —. 1.2.4
B dy T Ady (2.4

Notons d’une part que la formuldi(2.2) définit bien le pas optimal : en effet on a bien
Vf(xk+1)Tdk = g;dk + pkd;Adk =0.
On va maintenant montrer que I'algorithme ci-dessus définit bien une méthode de directions conjuguées.

Théoreme I11.2.1. A une itérationk quelconque de I'algorithme ou I'optimum n’est pas encore atteint, c’'est
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adireg, #0,0na:
g/;rgk
di TAd’
91 (gk41 — gr)
g{!gk
gl—chrlgk-‘rl
9x 9k

PE =

et les directionsly, . . . , di11 sont mutuellement conjuguées.

Démonstration : On raisonne par récurrence sut en supposant quéy, ..

conjuguées.

suivant »

Algorithme de
la méthode du

(1n.2.5) gradient
conjugué

(11.2.6)

(m.2.7)

., dg sont mutuellement

- Montrons d’abord I'équivalence dgl.2.2 et l11.2.5. Commedy, . . . , d, sont mutuellement conjuguées

x, réalise le minimum d¢ surxq + Ey, on ag,jdk_l = 0dou

9n dx = g4 (=g + Brdi—1) = —gj gk-

- Pour montrer (I1.2.6) on note que
gk+1 — gk = A(Tpy1 — Tx) = prAdy,

on a alors |

gi;r+1Adk = p*kgkll(gk-s—l — 9k),

et en utilisant [11.2.5) il vient bien

9;;F+1(9k+1 — Gk)
B = =
9r 9k

<< 74

(”|-2-8) Sommaire
Concepts
Notions
4 4



section A suivant »

ce qui démontrell].2.6). On a de plusg,;irlg;C =0 car g, = di — Brx_1dr—1 appartient aF, 1 et queg+1

est orthogonal a ce sous-espace (les directi@ys. . , d;, sont conjuguées, par hypothese de récurrence), ceci

démontre (1.2.7).
- Montrons maintenant que;rlAdi =0,pouri =0,...,k. Onadune part
di 1 Ady, = (—grt1 + Brdi) T Ady = 0,
par définition des,. D’'autre part, on a pout < k
di 1 Adi = —gg 4y Adi + Bedy T Ad,

avecd, T Ad; = 0 en vertu de I'hypothese de récurrence. On a ensuite, en utilisant la forhhiukeg]
T I +
Gr14di = ;9k+1(9i+1 — 9i),
(2
et si l'on note que
Git1 — gi = —dit1 + (6 + 1)d; — Bi—adi—n,
on a bien
Grs1(git1 — gi) =0,

car g, dit1 = gp1di = giy1di—1 = 0, en vertu du fait quey.1 est orthogonal &, et quei < k. On
a donc biend;], ; Ad; = 0, ce qui achéve la démonstration. O
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[11.2.2 La méthode du gradient conjugué dans le cas général

La méthode de Fletcher et Reeves est une extension directe de la méthode du Gradient conjugué pour les
fonction quelconques. Appliquée a une fonction quadratique, elle se comporte comme cette derniére :

On se donne; et on posely = —V f(xo).

Tk41 = T+ prdr, avecp, optimal (1n.2.9)
drp+1 = —Vf(xk+1) + Brdy, avec (|||210)
2
Br 7“vf(m’“+l)! . (I11.2.11)
IV f ()l

Cette méthode est intéressante car elle ne nécéssite pas de stocker une matrice (contrairement aux méthodes
qui seront vues dans les chapitres suivants). Sa vitesse de convergence est trés supérieure a celle de la méthode
du gradient (ce point sera clarifié pour le cas quadratique dans le grain suivant).

La variante dite de Polak-Ribiére consiste a défifirpar la formule [11.2.6). On peut démontrer la
convergence de la méthode de Fletcher-Reeves pour une classe assez large de foretauisn ne peut pas
faire pour la variante de Polak-Ribiere. Par contre on peut montrer que cette derniére converge plus rapidement
(quand elle converge effectivement!), c’est donc la méthode qui est utilisée en général.

Lefficacité de la méthode du gradient conjugué repose essentiellement sur deux points :

Sommaire
Concepts

— Larecherche linéaire (détermination du pas optimal) doit étre exacte, Notions

— Les relations de conjugaison doivent étre précises.
La recherche du pas optimal doit étre réalisée a I'aide d’'un algorithme spécifique (c’'est I'objet du prochain
chapitre) puisquef est quelconque. Par contre la notion de conjugaison n’a pas de sens dans le cas non-
quadratique (sauf prés de I'optimum, mais on ne le connait pas. Il faut donc tester au cours des itérations si
I'hypothése d’approximation quadratique est vérifiée. On peut surveiller les indicateurs suivants
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— |V f(zps1) "V f(zy)| doit étre petit La méthode du
— On doit avoir gradient
Vf(@r+1) " di N conjugué dans

IVf(@rr)lldesall = 7 le cas général

avec0 < a < 0 pas trop petit, c’est a dire quk ,; doit étre une direction de descente «raisonnable».
Dans le cas ou ces conditions ne sont pas vérifiées, on rompt la conjugaison et on redémarre I'algorithme
avecdyi1 = —V f(zr+1). On peut aussi décider de faire ce redémarrage arbitrairement toupatélegions
(p fixé de I'ordre den par exemple).
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[11.3 Interprétation de la méthode du gradient conjugué
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[11.3.1 Interprétation de la méthode du gradient conjugué

Définition 111.3.1. On appellekiéme sous-espace de Krylov associé a la matrcet au vecteug, le sous
espace
K = Vect(go, Ago, . .., A" go).

Par construction, dans la méthode du gradient conjugué appliqué au cas quadratique, ea &,
comme le montre le résultat suivant :

Proposition I11.3.1.  Dans la méthode du gradient conjugué on a

Ep = VeCT(do, dl, aoog dk—l) = Ve(:t(g(),z4g()7 soog Akilgo).

Démonstration : Cette propriété est vérifiee a I'ordie = 1 puisquedy, = —gg. Supposons qu’elle soit
vérifiée a I'ordrek. On a alors la formulel(l.2.6) qui nous permet d’écrire

dpy1 = A(zg + prdy) — b+ Brdy,
= gk + prAdi + Brdk,
= di — Br—1dk—1 + prAdy, + Brdy,

ce qui permet de conclure qdg; € Kx,1. La propriété est donc vérifiée pour tatut> 0. O < .
ommailre
Comme dans le cas de I'algorithme du gradient & pas optimal, nous choisissons maintenant de mesurer la Cﬁg‘ggﬁf

distance séparant, du vecteuri = A~'b a I'aide de la fonction définie par
E(z) = e~ 2|} = (z — &) A(e - 2).

Minimiser E(z) est équivalent & minimisef(z) = 2" Az — b"2 comme le montre la proposition suivante
(a démontrer en exercice)
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Proposition I11.3.2.  Soit f(z) = 32" Az — b' z une forme quadratique définie positiveiet= A~'b. On Interprétation
a de la méthode

E(z) = (x — £)" A(z — £) = f(z) +¢, du gradient
oll ¢ est une constante. CellfHevs

On va maintenant illustrer d'un autre point de vue la convergence particuliere de I'algorithme du gradient
conjugué. Tout vecteurcxg + Ej, S'écrit
k—1
T =x0+ Z%‘A'jgm
j=0
et commeyy = Azg — b= A(xg — &) onadonc
k—1
r—I= Xo — 7 aF Z”/jA'7+l($() — (f) = p(A)(.’E() = .’ff),
=0
ou le polyndme
k—1
p(z) =1+ ) 7+
=0
est de degré et satisfaitp(0) = 1. Puisque le vecteur, obtenu a I'étapé: de I'algorithme du gradient .
conjugué vérifie Scomma'tfe
oncepts
fak) < f(z), Vo € By + o, Notior?s

on a, en vertu du résultat démontré dans la proposition précédente,
A2 AN (12
E(zy) = llze — 2l < llp(A)(zo — D)4,

pour tout polynome € Py, vérifiantp(0) = 1.
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[11.3.2 Convergence de la méthode du gradient conjugué

Le résultat suivant va nous permettre de retrouver d’'une autre maniére la propriété de convergence finie de

I'algorithme du GC :

Proposition 111.3.3.  Soit A une matrice définie positive e}, le vecteur obtenu a I'étapke de I'algorithme
du GC. Alors on a

F(zy) < E(z min max p(z)2.
(o0) < Boo) _ muin | max p(2)

Démonstration : Puisque la matriced est définie positive il existe une matrice orthogoridleelle que
A=UDUT avecD =diag(\y, ..., \,), 0Uc(A) = {\;}i=1.., Sont les valeurs propres dé. Si on définit
AY2 =UDY2UT ona

2
ol = ||4¥2],

donc
AN (12 1/2 A 2 2 ~112
Ip(4)(@o - )13 = [[4Y2p(A) @0 = 3)||” < (AP llzo - 13

ou on a utilisé la propriété que(A) et A'/2 commutent (ces deux matrices ont les mémes vecteurs propres).

Puisque I'on a aussd? = UD’U " les valeurs propres dg(A) sont données par les nombrg&\;) pour
i=1...n,etdonc ,
Ip(A)]|” = max p(A;)?.

oot

On a donc bien

E(zy,) < E i 23
(zx) < E(z0) epin Zg};})j)p(z)
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On a le corollaire suivant, qui permet d’exhiber le polyndme optipia) pourk = n : Convergence
Théoréme [11.3.2. Soit A une matrice définie positive. L'algorithme du GC convergeneitérations au de (Ija metzpdet:
plus. Plus précisément, si la matricé possede: < n valeurs propres distinctes, alors L'algorithme du uc?)f}ulgi?é

GC converge e itérations au plus.

Démonstration : Dans les deux cas possibles, notons
>\i — 2
by

On a bienp(z) de degrék, p(0) = 1 et par constructiorp(\;) = 0 pouri = 1...k. En vertu du résultat
montré dans la propositiohl.3.3, on a donc

B2l =10

E(.’Ek) = 07
Soitzy = . O

La méthode du gradient conjugué étant en général utilisée comme une méthode itérative, il est intéressant
de la comparer a la méthode du gradient a pas optimal. Le résultat suivant sera admis (la démonstration repose
sur la détermination d’'un polynéme particuligrz) solution d’un probléme de moindre carrés).

Théoreme 111.3.3. Soit A une matrice définie positive &}, le vecteur obtenu a I'étapk de 'algorithme du

GC. Alorson a ok
x(4) -1 -
> < AE vxia)—1 Sommaire
(7g) < (o) < A + 1 ) Concepts

Notions
ou on a noté¢(A) = A\, /A le conditionnement dd pour la norme euclidienne.

Pour 'algorithme du gradient & pas optimal on avait
B(a) < Bao) X
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on voit donc que pour une méme matride la méthode du gradient conjugué convergera plus rapidement.  Convergence
Cependant cette estimation peut étre trés pessimiste car dans le cas ou les valeurs propres sont groupées augeus méthode
de valeurs distinctes, on peut étre trés proche du cas ou certaines valeurs propres sont multiples (et ou le du gradient
nombre théorique d'itérations est inférieunptout en ayant un mauvais conditionnement. conjugué
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IV.1.1 But de la recherche linéaire
On a vu que dans le cas non-quadratique les méthodes de descente :
Tp+1 = Tk + tpdy, tp > 0,
nécéssitent la recherche d’'une valeutgde- 0, optimale ou non, vérfiant
flzg +trdy) < f(zg).

On définit comme précedemment la fonctip(t) = f(xx + tdi). Rappellons que sf est différentiable, le
pas optimal peut étre caractérisé par

) = 0 )
o) < o(t), pour0d <t <t,

autrement ditf est un minimum local de> qui assure de plus la décroissancefdé&n fait, dans la plupart
des algorithmes d’optimisation modernes, on ne fait jamais de recherche linéaire exacte, cat sigmiie
gu'il va falloir calculer un grand nombre de fois la fonctign et cela peut étre dissuasif du point de vue du
temps de calcul. En pratique, on recherche plutot une valetigdeassure une décroissance suffisantg¢.de
Cela conduit a la notion d’intervalle de sécurité.
Sommaire
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IV.1.2 Intervalle de sécurité

Définition IV.1.1. On dit quela, b] est un intervalle de sécurité s’il permet de classer les valeursakela
fagcon suivante :

— Sit < a alorst est considéré trop petit,

— Sib >t > a alorst est satisfaisant,

— Sit > b alorst est considéré trop grand.

Le probléme est de traduire de facon numériquesdes trois conditions précédentes, ainsi que de trouver
un algorithme permettant de détermineet b. L'idée est de partir d'un intervalle suffisament grand pour
contenirfa, b], et d'appliquer un bonne stratégie pour itérativement réduire cet intervalle.

Algorithme de base

Initialement, on part d&x, 8] contenanf = [a, b], par exemple en prenamt= 0 et tel quep(5) > ¢(0)
(une telle valeur des existe avec un minimum d’hypothéses, par exemplepercive). On fait ensuite les
itérations suivantes :

1. On choisitt dans l'intervallgla, 5].

2. Sit est trop petit on prend = ¢ et on retourne en 1.
3. Sit est trop grand on prend = ¢ et on retourne en 1.
4. Sit convient on s'arrete.

Il faut maintenant préciser quelles sont les relations:squii vont nous permettre de caractériser les valeurs
det convenables, ainsi que les techniques utilisées pour réduire l'intervalle (pbicitdessus).
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V.2 Caractérisation de l'intervalle de sécurité

IvV.2.1
IV.2.2
IV.2.3
IvV.2.4
IV.2.5

Larégle Armijo . . . . . . . oL 89
Lareglede Goldstein . . . . . . . . . ... 91
LaregledeWolfe . . . . . . . . .. .. . ... 93
Réduction de l'intervalle . . . . . . . . . ... ... . .. . ... 95
Réduction de l'intervalle par interpolation cubique . . . . . . ... ... .. 96
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IV.2.1 La regle d’Armijo

Dans la régle d’Armijo on prend = 0, un réeld) < m < 1. La regle est la suivante :

Sommaire
Concepts
/

©'(0) Notions

Régle d’Armijo
— Sip(t) < ¢(0) + my'(0)t, alorst convient.
— Sip(t) > ¢(0) + my’(0)t, alorst est trop grand.

89 > >



section A suivant »

On peut noter que I'on a

(0) = f(zr),
¢'(0) = Vf(zx) d.

Puisquex = 0, ¢ n’est jamais considéré trop petit, c’est pourquoi la régle d’Armijo est peu utBiséle
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IV.2.2 La regle de Goldstein

En ajoutant une deuxiéme inégalité a la régle d’Armijo on obtient la régle de Goldsteim, etim, sont
deux constantes vérifiadt< m; < my :

Sommaire
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©'(0) ma¢'(0)

Regle de Goldstein

— Sip(t) < ¢(0) +map’(0)t, alorst est trop petit.

— Sip(t) > ¢(0) + m1¢’(0)t, alorst est trop grand.

— sip(0) + myp'(0)t > p(t) > p(0) + may’ (0)t, alorst convient
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Le choix dems doit étre tel que dans le cas quadratique, le pas optimal appartienne a l'intervalle de sécurité
(c’est bien la moindre des choses). Dans le cas quadratique on a

1
p(t) = 5at” + @' (0)t +¢(0), a>0,

et le pas optimal vérifie ¢’ (£) = 0, soitf = —'(0)/a. On a donc (exercice)

. ¢'(0)

p(d) = ¢0)+——t

Donct sera considéré comme satisfaisantrsi > % Des valeurs typiques utilisées dans la pratique sont
m1 = 0.1 etmy =0.7

Théoréme IV.2.1. Soitf : R" — R coercive, c’est a dirg continue et

Soit I'algorithme de gradient
Tr+1 = Uk — PkYk,

ol g, = V f(z)) ou a chaque itération le pas, satisfait a la regle de Goldstein

©(0) +ma¢'(0)pr < p(pr) < ©(0) +map'(0)px,

ouy(p) = f(ax — pgr) €10 < m1 < mg < 1. Alors la suiter;, est bornée, la suité¢(xy) est décroissante et
convergente, et le vecteyy, vérifie

lim ||g5| = 0.

k— oo
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IV.2.3 La regle de Wolfe

La regle de Wolfe fait appel au calcul d€(¢), elle est donc en théorie plus colteuse que la régle de
Goldstein. Cependant dans de nombreuses applications, le calcul du gRadlientreprésente un faible codt
additionnel en comparaison du co(t d’évaluationfde) (par exemple en contréle optimal), c’est pourquoi
cette régle est trés utilisée. Le calcul des dérivéeg dermet de plus d'utiliser une méthode d’interpolation
cubique dans la phase de réduction de 'intervalle, comme nous le verrons plus loin.
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Regle de Wolfe La régle de
Wolfe
— Sip(t) > ¢(0) + my1¢'(0)t, alorst est trop grand.
— Sip(t) < p(0) + m1e’ (0)t ety (t) < mag’(0), alorst est trop petit.
— Sip(t) < p(0) + m1¢’ (0)t ety (t) > map’(0), alorst convient.
Dans cette régle, on s’assure qugest pas trop petit en assurant gelé¢t) a suffisamment augmenté.
Sommaire
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IV.2.4 Réduction de l'intervalle

Le premier probléeme a résoudre est celui de la détermination d’'un intervalle de @épdrtOn peut
commencer par choisit = 0, et utiliser une valeur initiale decensée étre une bonne valeur de départ (ce
point sera clarifié plus loin).

Recherche d'un intervalle de départ

1. Sit est satisfaisant alors on s’arréte
2. Sit est trop grand, alors on prert= ¢ et on s’arréte
3. Sit est trop petit, on fait < ct, ¢ > 1, et on retourne en 1.

Cet algorithme donne un intervalle initigt, 5] qu'il va falloir ensuite réduire, sauf giest admissible,
auquel cas la recherche linéaire est terminée, ce peut étre le cas si la valeur initiat bien choisie.

Réduction de I'intervalle

On suppose maintenant que I'on dispose d’un interyall&] mais que I'on n'a pas encore ¢lisatisfaisant.
Une maniére simple de faire est de procéder par exemple par dichotomie, en choisissant

a+p
2 )

=

puis en conservant sdjd, ] ou [¢, 5] suivant quet est trop grand ou trop petit. Le probléeme est que cette
stratégie ne réduit pas assez rapidement I'intervalle. Cependant elle n’utilise aucune informatjo(desiir
vées ou autres). On préfere en général procéder en construisant une approximation polyr{ojrdele et

en choisissant réalisant le minimum (s'il existe) de(t) sur[«, 5]. Lorsque I'on utilise la régle de Wolfe, on
peut utiliser une approximation cubique.
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IV.2.5 Réduction de l'intervalle par interpolation cubique

Comme nous I'avons évoqué, un choix judicieuxtqeeut étre fait en faisant une approximation cubique
de(t) sur l'intervalle[«, 5] et & prendre réalisant le minimum de cette cubique : on considére le polynéme
p(t) vérifiant

p(to) = ¢(to) = fo,
p(t1) = o(t1) = fi,
p'(to) = ¢'(to) = go,
Pt) = ¢t)=an

ol ¢, ett; sont quelconques (on peut bien sdr prengdre- a ett; = (). On passe en variables réduites sur
[0, 1] ce qui conduit & définir le polyndmg s) par

q(s) = p(to + st1), s€[0,1], T =1t —to,

qui vérifie donc

q(0) = fo,

q1) = fi,

7(0) = 7go, .

W) = o s
Notions

Si on cherche de la forme
q(s) = as® + bs® + cs + d,

alors les calculs donnent

a=17(go+g1) +2(fo — f1), b=3(f1 — fo) = 7(290 + 91), ¢ = Tg0,d = fo.
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— Sib? — 3ac < 0 alorsq(s) n'admet pas de minimum, et cela ne permet pas de chaisir Réduction de
— Sib? — 3ac > 0il y a un minimum donné par l'intervalle par
interpolation
5= —b+ vV b2 — 3ac Cubique

B 3a ’

si § € [0,1] cela permet de donnertaa valeur
t =ty + ST,

sinon, cela ne permet pas de choisiet on peut en dernier recours faire appel a la dichotomie.
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Chapitre V
Meéethodes de Quasi-Newton
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V.1.1 La méthode de Newton

La méthode de Newton permet de construire un algorithme permettant de résoudre le systéme d'équations
non-linéaires
g9(z) =0,

oug: R" — R" est diférentiable : on se donng € R" et on fait les itérations
Tt =z — ¢ (zk) " g(@), (V.1.1)

oug'(x) est la dérivée (ou jacobienne) deawu pointz. L'application de cette méthode au probléme d’optimi-
sation

min f(z), (V.1.2)

xT€

consiste a l'utiliser pour résoudre le systéme d’optimalité du problénie?], c’'est a dire que I'on pose
g(z) = Vf(x) dans ¥.1.1) : on obtient les itérations

Tpp1 =z — V2 f (k) TV f (k). (V.1.3)

La méthode de Newton est intéressante car sa convergence est quadratique au voisinage de la solution, c'est a
dire que 'on a A o Sommaire
|lzes1 — 2| < vllze — 2|7, v >0, Concepts

. , . . . . TN Notions
mais la convergence n’est assurée que,®st suffisamment proche dece qui en limite I'intérét.

Pour résoudre le probleme de convergence locale de la méthode de Newton, on peut penser a lui ajouter
une phase de recherche linéaire, dans la direction

dr, = —VQf(xk)_1Vf(xk).
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Cela est possible uniguementiziest une direction de descentegn soit La méthode de
T S . Newton
Vi(zk) dp = =V f(zx) Vf(xr) Vf(zk) <0,

ce qui sera le cas 8% f(z;,) est une matrice définie positive, ce qui n’est pas garanti (on sait tout au plus que
V2f(z) > 0).

Le principe des méthodes que nous allons voir maintenant consiste a remplacer le Négsiep) par
une approximatiort/;, (si possible définie positive), construite au cours des itérations.

Sommaire
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V.1.2 Méthodes a métrique variable

Le principe des méthodes dites «a métrique variable» consiste a faire les itérations suivantes

di, = —DBugk,
V.1.4
{ Tht1 = Tk + prdr, ( )

ou on a not&y, = Vf(zx) et By est une matrice définie positive. La méthode ci-dessus coincide avec la
méthode du gradient &, = I. On peut envisager de prendBg = B > 0, Vk et cela conduit a la remarque
suivante.

Remarque V.1.1. Lorsque I'on cherche a résoudre le probléeme

On peut posex = C'y ol C est une matrice inversible (changement de variable). Notons #lgfs= f(Cy).
Ona
Viy) =CTV(Cy).

Un pas de la méthode du gradient appliquée a la minimisatioﬁ(@e est donné par

-

Yk+1 = Yk — pxC Vf(Cyr), Sommaire

] . ) o Concepts
soit en revenant a la variable originale et en posapt= C'y; Notions

Tpp1 = g — pCC TV f(zp).

On obtient bien une méthode du typel(4 avecB = CCT > 0. Dans le cas otf est une forme quadratique,
on voit assez facilement comment I'introductiongipermet d’accélérer la convergence de la méthode.
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Théoréme V.1.2. Soit f(z) = une forme quadratique définie positive/2une matrice définie positive. L'al- Méthodes a
gorithme du gradient préconditionné métrique
variable
rg = donné
{ Tkt1 = Tk — prBgr, pr optimal

converge linéairement au sens ou
|Zke1 — g < vllze — 24
avec
_ x(BA) -1
V= x(BA) +1°

Dans cette méthode, on voit bien comment influe la matBcsur la vitesse de convergence : plus le

conditionnement d& A sera faible, plus I'accélération sera grande. On ne peut bien sir pasipeset—!,
puisque cela sous-entendrait que I'on a déja résolu le probléme! Cependant, I'idée est tout de méme assez
bonne, en ce sens qu'elle indique gaisoit étre une approximation d&~* siI'on veut effectivement accélérer
la méthode. Enfin, et pour terminer cette introduction avant d’étudier de plus pres les méthodes de quasi-
Newton pourf quelconque, on peut d'ores et déja dire qu’un critére de bon fonctionnement de la méthode
(V.1.4) serait que I'on ait au moins

lim B, = A1,

k—oo

dans le cas quadratique.
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V.2 Les méthodes de quasi-Newton

Vv.2.1 Relation de quasi-Newton . . . . . . . . . .. .. ... .. ... ..... 105
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V.2.1 Relation de quasi-Newton

section A

Une méthode de quasi-Newton est une méthode du type :

dy,
Lh+1

Lo
Tk+1

ou

_Bkgk,
T + prdy,

—H; gy,
T + prdy,

suivant »

(V.2.1)

(V.2.2)

ou By, (respectivemenii;) est une matrice destinée a approcher 'inverse du hessigéifrdspectivement
le hessien d¢) enx;. Il se pose donc un probléme : quelle stratégie adopter pour faire cette approximation.
On peut par exemple posél, = I, mais comment ensuite mettre & jour I'approximatn au cours des
itérations ? L'idée est la suivante : on sait que au pejnte gradient et le hessien devérifient la relation

gk+1 = gk + V2 f(@k) (Thr1 — zk) + e(Thr1 — T)-

Sion suppose que I'approximation quadratique est bonne, on peut alors négliger le reste et considérer que I'on

a

Gr+1 — gk = V2 f(@k) (Tre1 — o),

cela conduit a la notion de relation de quasi-Newton :

Définition V.2.1. On dit que les matricé,, et Hx; Vérifient une relation de quasi-Newton si on a

Hiy1(Ter1 — 2k) = Vf(@p41) — V),

ou

Tpr1 — Tk = Bry1 VI (2ry1) — VF(ar).

Il reste un probleme a résoudre : comment mettre a futout en assuranB; > 0? C’est ce que nous

allons voir maintenant.
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V.2.2 Formules de mise a jour de I'approximation du hessien

Le principe de la mise a jour consiste, a une itération donnée de I'algorithme

dp = —Bkgr,
V.2.3
{ Tky1 = Tk + prdi, ( )
a appliquer une formule du type
Biy1 = B + Ag, (v.2.4)

avecA, symétrique, assurant la relation de quasi-Newton

Tpt1 — Tk = Bry1(grs1 — 9k),

ainsi queBy1 > 0, sous I'hypothése quBj, > 0.

La formule {/.2.4) permet d'utiliser les nouvelles informations obtenues lors de I'étage'algorithme,
c’est & dire essentiellement le gradiept; = V f(xx+1) au pointz1, obtenu par recherche linéaire (exacte
ou approchée) dans la directidp. Il existe différentes formules du typ¥.2.4). Suivant queA, est de rang
1 ou2, on parlera de correction de rang 1 ou de rang 2.
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V.2.3 Formule de Broyden

On peut chercher a déterminer une formule de correction de rang 1 de la fagon suivante. BGp_gcrit
sous la forme
Biy1 = B+,

et on cherche tel que la relation de quasi-Newton
Br+1yx = sk,
oU On a pos@y = gx+1 — gk €tsy = xx+1 — xk. On adonc
Biyr +vv T yp = sp,

et en prenant le produit scalaire des deux membres de I'égalité précédenig aveabtient

2

(yr v)? = (sk — Bryr)  yk

Si on utilise maintenant I'égalité
T _ v Ty (vv Tyr) T
V= e
(v k)

alors on peut écrire, en remplacanty;, parsy — Bryx et (v yy)? pary,j (sx —Brys ), laformule de correction Sommaire

Concepts

)T Notions

(sk — Bryk)(sk — Bryk
(st — Beyr) Ty

Bjs1 = Bp + (V.2.5)

connue sous le nom dermule de BroyderLa validité de cette formule provient du résultat suivant :
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Théoréme V.2.2. Soit f une forme quadratique définie positive. Considérons la méthode itérative qui, partant
d’'un pointz arbitraire engendre sucessivement les points

Tp4+1 = Tk + Sk,

ou less, sont des vecteurs linéairement indépendants. Alors la suite de matrices généfgg pae matrice
symétrique quelconque et la formule

(sk — Bryw)(sk — Bryr) "

By+1 =By +
i (sk — Bryr) " yk

oly, = Vf(zrr1) — Vf(xy), converge en au plus étapes versi—1, I'inverse du hessien dg.

Démonstration : Puisque le hessien déest constant et égal 4 on a
Yi = V(wiy1) — f(z:) = Alzip1 — x), Vi
On a vu queBy ;1 est construit de fagon a ce que I'on ait
Br+1yk = sk,

montrons que I'on a aussi
Bk;Jr]yZ' = S, 1=0...k—1.

On raisonne par récurrence en supposant que cette propriété est vraiefaoarsavoir
Soitdonci < k — 2 quelconque. On a

(sk — Bryr) (st yi — Bryy vi)
(sk — Bryk) "yk

Br11yi = Bryi + . (V.2.6)
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Par I'hnypothése de récurrence oniy,y; = s; donc Formule de

Broyden
Yr Bryi = yp i,

mais commels; = y;, V4, on obtient
Yp 8i = s As; = s, yi,
donc dansV.2.6 le numérateur est nul et onBy ., 1y; = Bry; = s;. On adonc
Briiyi =54, 1=0...k.

Au bout den itérations on a donc
Bhyi=s;,1=0...n—1,

et puisque I'on ay; = As; cette derniére formule d’'écrit
B,As; =s;,i=0...n—1.

Comme les; constituent une base d®&" on aB,,A = I ou encore

Bn = Ailv
ce qui montre le résultat. O
Sommaire
Le probleme de la formule de Broyden est qu'il n'y a aucune garantie que les mayicasentt défines Concepts
positives méme si la fonctiofiest quadratique et si par exemg#g = I. On peut cependant noter I'intérét de e

la propriétéB,, = A~!, qui sera aussi vérifiée par les méthodes de mise a jour que nous allons voir maintenant.
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V.2.4 Formule de Davidon, Fletcher et Powell

La formule de mise a jour de Davidon, Fletcher et Powell est une formule de correction de rang 2 donnée
par

T T
sps,  Bryryy Br
Biii— Bt _ (V.2.7)
i Sp Yk Y Bryk

Le résultat suivant montre que sous certaines conditions, la ford@&) conserve la définie-positivité des
matricesBy,.

Théoreme V.2.3. On considére la méthode définie par

dkf = _Bkgk'7 )
Tkr1 = T+ prdy, pr optimal

Ou By > 0 est donnée ainsi que,. Alors les matricesB;, sont définies positivesk > 0.

Démonstration : Soitz un vecteur d&R"™. On a

(sp2)® _ (yp Bra)?

T T
x Brpyix = x Bpx+ )
S Yk Y4 By
yp Brykx | Brx — (yd Brz)?  (s] z)? Sommaire
= T + T Concepts
Yg By Sk Yk Notions

Si on définit le produit scalairéz , y) = = " By alors on a

(Y, yx) (2, 2) — (g, 2)° n (sgx)”

-
T Bpiix = .
* Yk > Yr) SE Uk

(V.2.8)
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Le premier terme du second membre est positif ou nul d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz. Quant au Formule de

deuxieme terme on peut faire I'analyse suivante : puisque le pas est optimal, on a la relation Davidon,
. Fletcher et
G419k =0, Powell

et donc

ik = +ok(gr1 — 9k) ' di = prgn Brgr > 0,

onadoncz " By 1z > 0. Les deux termes dan¥.2.§ étant positifs, cette quantité ne peut s’annuler que si
les deux termes sont simultanément nuls. Le premier terme ne peut s'annuler:gue\gj, pour un scalaire
A # 0. Dans ce cas le deuxiéme terme est non nuls§ar = /\skTyk. On a donc bierBy, 1 > 0. O

Remarque V.2.4. La propriétés; y, > 0 est vérifiée également par des méthodes de recherche linéaire ap-
prochées comme par exemple la régle de Wolfe de Powell : en effet dans ce cas on déterminewn pteht
que
@' (pr) = VI(@hs1) T dp > maV f(zp) ' di, 0<mo <1,
d’'ou
Tl — Tk X — X
T k41 k > gT k41 k

k+1— T
h Pk F Pk

etdonc(gr1 — gx) ' (Tpy1 — 1) > 0.
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V.2.5 Algorithme de Davidon-Fletcher-Powel

On peut donc formuler maintenant la méthode utilisant la formule de corre®tiiT)(:
Algorithme de Davidon-Fletcher-Powel
1. Choisirzg et By définie positive quelconque (par exemplg = I)

2. Al'itération k, calculer la direction de déplacement

dk = —Bka(.’Ek)7
déterminer le pas optimal, et poser

Tpt1 = Ti + prdy.
3. Posers, = prdy ety = V f(xkr1) — Vf(xx) puis calculer

skSp _ Bryryg Br

Biy1 = B +
Sp Yk Y Bryk

4. Fairek — k + 1. Retourner en 1 sauf si le critere d’arrét est vérifié.
Comme critére d’'arrét on retiendra par exempley ;|| < e.
Cet algorithme a un comportement remarquable dans le cAsetiune forme quadratique :

Théoreme V.2.5. Appliqué a une forme quadratiqyg I'algorithme DFP engendre des directiong,
vérifiant

ey Sk
spiAs; = 0, 0<i<j<k+]1, (V.2.9)
112
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Démonstration : En utilisant la formule ¥.2.7) on a pour toutk

Bri1Asy, = BiptiYk,

= Sk,
par construction. Donc\(.2.10 est en particulier vérifiée pout = 0, soit
Bi1Asg = sp.
On a aussi
sS—Asl = fplsgABlgl,
= —p15g ABigi,

= —Plsngl,
p— 07

puisqueB; Asg = sq et quex; est obtenu par un pas optimal dans la directign Donc (.2.10 est vérifiée
pourk = 0.

Supposons maintenant quéZ.9 et (V.2.1Q sont vérifiées a I'ordré: — 1. On peut écrire d’'une part pour
i=0...k—1.

Jk+1 — Gi+1 = Yi+1 +Yi + ... Yk,
= A(Si+1 + S; —+ ... Sk)

car f est une forme quadratique de hessierD’autre part, puisquex;,; est obtenu par un pas optimal dans
la directions; on aS;rng = 0 etdonc

siT(gk_,_l — Git1) = s,LvTA(si_,_l +8i+...8), i=0...k—1,
donc en vertu de I'hypothése de recurrence (conjugaison Jem a

) ghe1 =0, i=0...k—1, (V.2.11)
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Cette relation reste aussi valable poik= k puisque I'on as;] g1 = 0 (pas optimal). La deuxiéme hypothése Algorithme de

de récurrence permet donc d’'écrire, en remplacanpar By As; dans {.2.19)
s] ABpi1gk41 =0, i=0...k
et donc, puisqUély . 1gx+1 = —Sk+1/Pk+1,
5] Asgy1 =0, i=0...k,

ce qui démontre donc la propriét¥.2.9 au rangk.
Montrons maintenant que
Bk+1AS7; = S, 1=0...k—1.

Cette relation est vraie pour= k comme on I'a déja montré plus haut. On a
sksp Asi  Bryryy BrAsi

B/H_lAS* = BkAS' +
' ' Sp Yk Yp Bryk

Le deuxiéme terme du second membre est nuk£ars; = 0. Si on note que par I'hypothése de récurrence
onaBpAs; =s;pouri =0...k—1 ety,;r = sZA le numérateur du troisieme terme est donné par

Bryryg BrAsi = Brys, As; = 0.

Par conséquent on a bien
Bk+1AS7;=Si, 7:016—1,
ce qui démontre la propriété/2.1Q au rangk. O

La méthodeD F' P se comporte donc, dans le cas quadratique, comme une méthode de directions conju-
guées. Dans ce cas l'algorithme converge en au plitérations. On peut aussi remarquer que I'on a pour
k=n—1larelation

BpAs; =s;, i=0,...n—1,

et comme les; sont linéairement indépendants (car mutuellement conjugués) on en déduit que
B,=A"L
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Remarque V.2.6. On peut montrer que dans le cas genéral (non quadratique), sous les mémes réserves qu@lgorithme de
pour la méthode de Fletcher-Reeves (réinitialisation périodifjue- —gy), cet algorithme permet de conver- Davidon-
ger vers un minimum local de f, et que I'on a Fletcher-Powel

Jim By = V3f(2)7H,

ce qui montre que pres de I'optimuin si la recherche linéaire est exacte, la méthode se comporte asympto-
tiguement comme la méthode de Newton. Cette remarque permet de justifier le choix d’'une estimation du pas
de déplacement donnée par

pr =1,

dans les méthodes de recherche linéaire approchée.
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V.2.6 Algorithme de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno

La formule de mise a jour de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno est une formule de correction de rang
2 qui s’obtient a partir de la formule DFP en intervertissant les roleg @ty;. La formule obtenu permet de
mettre & jour une approximatidiy, du hessien possédant les mémes propriétés, a déyoir > 0 si H; > 0
et vérifiant la relation de quasi-Newton
Yk = Hpsp.

La formule est donc la suivante :
T T
YeYe  Hpsksy Hi

H = H, = V.2.12
k+1 K+ y;sk SZHkSk ( )

L'algorithme associé est le suivant :

Algorithme de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno
1. Choisirz, et Hy définie positive quelconque (par exemglg = I)
2. Al'itération k, calculer la direction de déplacement

dy. = —H, 'V f(z1),

déterminer le pas optimal, et poser S

Concepts
Tk+1 = Tk + prdk. Notions

3. Posers, = prdy ety = V f(xkr1) — Vf(xx) puis calculer

T T
YrY Hyspsy, Hy

Hiqq = Hy + =578 — ——*&
Yi Sk s, Hysy,
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4. Fairek — k + 1. Retourner en 2 sauf si le critere d'arrét est verifié. Algorithme de
Notons que la directiodl;, est obtenue par résolution d’un systéme linéaire. En pratique la mise a jour de Broyden,
H, est faite directement sur le facteur de CholeSkyou Hy, = C,C,] ce qui raméne le calcul db, au méme Fletcher,
codt que pour la formule de DFP. De plus, cette technique permet de contrdler précisément la définie positivite Soldfarb et
de Hy, qui peut se dégrader a cause des erreurs d'arrondi. Shanno
Remarque V.2.7. La méthode BFGS possede les mémes propriétés que la méthode DFP : dans le cas qua-
dratique les directions engendrées sont conjuguées etk a A. Cette méthode est reconnue comme étant
beaucoup moins sensible que la méthédEe P aux imprécisions dans la recherche linéaire, du point de vue
de la vitesse de convergence. Elle est donc tout a fait adaptée quand la recherche linéaire est faite de fagon
économique, avec par exemple la regle de Goldstein ou la régle de Wolfe et Powell. Elle est par exemple
utilisée dans la fonctiofminu de Matlab.
Sommaire
Concepts
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V.3 Méthodes spécifiques pour les problemes de moindres
carrés
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V.3.1 La méthode de Gauss-Newton

Dans les problémes de moindres carrés non linéaires, la fonction & minimiser prend en général la forme
1 m
] 2
i=1

comme on peut le voir sur I'exemple vu au premier chapitre. Quand on veut appliquer la méthode de Newton a
la minimisation def (), on doit calculer le Hessien d& qui dans ce cas précis prend une forme particuliére :
on a d’'une part

= Z Vfi(z)fi(x)

et le hessien d¢ est donné par
Z V§i(z)Vi(z)" + Z fi(@)V2 fi(w

Sil'on se place prés de I'optimum, ou on supposera qug;l@s sont petis, le deuxieme terme peut alors étre
négligé. La matrice obtenue

ZWZ WViiz) T,

possede une propriété intéressante : elle est seml-deflnle positive. De plus dans la plupartdestdass
supérieur & et la matrice est la plupart du temps définie positive (nous reviendrons sur ce point). La méthode
originale que I'on obtient & partir de la méthode de Newton en remplacafitz) par H(x) est la méthode

de Gauss-Newton :

Tg donné
Hy = ZZ"lqu(a:k) filwe)T,
Tpr1 = xk— Hp 'Vf(zy).

119
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V.3.2 la méthode de Levenberg-Marquardt

Pour assurer la convergence globale de la méthode de Gauss-Newton, on peut combiner 'algorithme preé-
cédent avec une recherche lin€aire, et dans ce cas on peut alors faire les itérations

{ dy = —H.'Vf(xx)
Tpy1 = Tk + prdr,

cependant, il n'y a aucune garantie gig reste défine positive, et en général on fait appel a une méthode mo-
difiée, qui est la méthode de Levenberg-Marquardt : I'idée consiste a remplacer, dans la méthode précédente,
la matrice H;, par la matriceH;, + AI ou A est un réel positif. SA est trés grand, on retombe alors sur la
méthode du gradient.

Méthode de Levenberg-Marquardt

Z donné

Hy = >0 Vi) Vi),

dp —(Hk—f—)\l)*lVf(xk)
Tht1 = Tk + prdg,

Sommaire
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Chapitre VI
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VI.1.1 Introduction

On s’intéresse maintenant a des probléemes d’optimisation de la forme

min f(x), (VI.1.1)

TE

sous les contraintes

g(z) <0, (VI.1.2)
h(z) = 0, (VI.1.3)

ou les fonctionsf, g et h sont différentiables au moins une fois,feést typiguement non-linéaire. Cependant

nous étudierons le cas guet h sont linéaires avec un intérét tout particulier. Dans ce chapitre nous allons
nous efforcer d’obtenir les conditions d’optimalité associées au probléeme (PC). Les chapitres suivants mettront
ensuite I'accent sur les méthodes numériques permettant de le résoudre. Nous nous intéresserons précisément
dans ce chapitre aux problémes

(PCE) probleme avec contraintes d’égalité,
(PCIl)  probleme avec contraintes d'inégalité,

et les résultats s'étendront facilement aux probléme gé(eel ,
Sommaire
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VI.1.2 Probleme avec contraintes d’égalité

On va tout d’abord s'intéresser au probléme suivant, dit probléme d’optimisation avec contraintes d'égalité
seulement :

min f(x), (VI.1.4)
a:eRn

(PCE) sous les contraintes
h(z) = 0. (VI.1.5)

La raison majeure justifiant que I'on s’intéresse en premier au probléme (PCE) est que (PC) est un probleme
du type (PCI) dont on ne sait pas quelles sont les contraamtdges(nous reviendrons sur cette terminologie
plus tard). Nous allons dans un premier temps nous intéresser au cas ou les contraintes sont linéaires.

Sommaire
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VI.1.3 Contraintes d’égalité linéaires

Un probléme d’optimisation avec contraintes d’égalité linéaires prend la forme

min f(z), (VI.1.6)
{ rGRn
Ax —b=0. (VI.1.7)

ou A est une matricg x n avecp < n etb € RP. On notera
S={reR" Az —b=0}.
Nous allons maintenant définir le concept de direction admissible $lans
Définition VI.1.1. On dit qued € R" est une direction admissible enc S s'il existea > 0 tel que
x+tde S, Vte[—a,q]

Dans notre cas, on d4(x + td) — b = tAd puisquex € S, et donc les directions admissibléssont
caractérisées par

Ad = 0. (VI.1.8)
Rappellons maintenant un résultat bien utile d’algébre linéaire : SC%?Q;'{SG
Notions

Théoréme VI.1.2. Soit A une matricep x n. On a la relation suivante
(KerdA)* = (ImAT)

On peut donc énoncer les conditions nécessaires d’optimalité pour le problémé)(:
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Théoréme VI.1.3. Soitz € S solution du probleme\l.1.6), vérifiant donc
f(@) < f(z), Yz eSs
Alors il existe nécessairement un vectaus R” vérifiant
Vi@ +AT A=0.

Si de plusA est de rang alors \ est unique.

Démonstration : Soitd une direction admissible, vérifiant dode= Ker A. Pour toutt € R on a

f(@) < f(& + td),
soit
f(@ +td) — f(2)
t
f(@ +td) — f(2)
t
Si on prend la limite de ces deux expressions quaedd ver9) en en déduit que

Vf(#)'d=0, Vd € KerA
soitVf(#) € (KerA)*, doncV f(2) € Im AT. Il existe donc un vecteux tel que
Vf(z)=—-AT)
ce qui démontre le résultat. Pour l'unicité, supposons gu'il existe deux vecteets\, vérifiant
V(@) =—-ATA\ =—AT ).

Y

0, t>0,

< 0, t<0.

On adonc
AT(M = Xg) =0,
etdoncA; — Ay = 0 si A est de rang.
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VI.1.4 Contraintes d’égalité non-linéaires
Nous étudions maintenant le probleme
min f(x)
{ rGRn ’
h(z) = 0.
ouh : R™ — R” est différentiable. On note comme précédemment

S ={x eR", h(z) =0}.

suivant »

(VI.1.9)

(V1.1.10)

Le concept de direction admissible dafee peut pas se définir comme pour les contraintes linéaires, car pour
# € S il peut ne pas exister > 0 etd € R" tels quez + td € S. On doit donc définir le concept de courbe

admissible.
Considérons une courhgt) définie pourt > 0 vérifiant

{L(t) € S, Vte[-a,a],a>0
= &

Puisquer(t) € S on ah;(z(t)) = 0 pourl < i < p et on peut écrire que
]
dt

Si on notey = 4(0) le vecteur tangent a la courbk¢t) ent = 0, on a donc

Vhi(@)Ty=0, 1<i<np.

Cela conduit a la définition suivante :

127

hi(x(t)) = Vhi(z(t)) T&(t) =0, 1 <i<p.

(VI.1.11)
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Définition VI.1.4. On dit quey € R" est une direction admissible énc S s'il existea > 0 et une courbe Contraintes
x(t) vérifiant d’egalité
z(t) € S, Vte[-a,al, non-linéaires
z(0) = &,
z(0) = wy.

On notera alorgy € T'().

L'ensembleT’ (&) définit le plan tangent & enz. L'analyse faite précédemment montre que I'on a I'im-
plication
y€T(2) = Vhi(2)Ty=0, 1<i<p,

qui sera insuffisante pour montrer la condition nécéssaire d'optimalité. Nous allons donc maintenant nous
attacher a montrer sous quelles conditions la relatiirL(11) est une condition suffisante d'appartenance a
T(z).

Définition VI.1.5. On dit queZ est un point régulier pour la contraintle(z) = 0 si
- h(z) =0,
— Les vecteur&’h; (&) sont linéairement indépendants.

Si on noteVh(z) la matricen x p
Vh(z) = [Vhi(Z)...Vhy(2)],
la condition d’'indépendance linéaire dé4,;(z) peut s'écrire

RangVh(z) = p. i%?g;ltrse

et on adondvh(2) T4(0) = 0 pour toute courbe admissibigt). el

On a la proposition suivante :

Proposition VI.1.1.  Si& est un point régulier pour la contraintie(z) = 0, alors

Vh(z)Ty=0=yeT(2).
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Démonstration : Soity € R" vérifiant VA (&) Ty = 0. On considére la courbe(t) donnée par Contraintes
. . d’égalité
z(t) = &+ ty + Vh(2)u(t). non-linéaires

La fonctionu(t) € R”, pour linstant inconnue, va étre déterminée de telle fagon/quét)) = 0. On va
pour cela poser le probleme de la déterminatiom.@¢ sous la forme d’'une équation implicite. On définit la
fonctionF : R x R” — R” par

F(t,u) = h(z 4ty + Vh(Z)u).

Le probléme de la détermination dé/) se raméne donc a la résolution de I'’équation
F(t,u) =0,

au voisinage du poir(0, 0). On a d’une parf#'(0,0) = h(z) = 0 et

%F(t, u) = Vh(&) " Vh(Z + ty + Vh(2)u),

soit
1
ou
La matrice%F(0,0_) est_invgr;ible puisgue par hypothé@é(@) gst de rang. Or_w peut alors appliquer le
théoréme des fonctions implicites : il existe un voisinage du foirit) et une fonctionu(t) tels que

F(0,0) = Vh(2)"Vh(z).

F(t,u) =0 < u=u(t). Sccz)?ge;itrse

Notons que I'on a donc nécéssaireme(tt) = 0 puisqueF(0,0) = 0. Notions

On a donc maintenant
&(t) = y + Vh(z)u(t)

soitent =0
z(0) = y + VAh(z)u(0).
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Montrons quei(0) = 0. Pour cela on écrit que I'on a Contraintes
d d’égalité
—hl@() = Vh(z(t)) " (y + Vh(2)u(t)) = 0, non-linéaires

puisqueh(z(t)) = 0, et donc ent = 0 la relation précédente prend la forme

%h(x(t)) = Vh(z) "y + Vh(z) " Vh(z)u(0) = 0.
t=0

Le premier terme du second membre est nul par hypothése, etiddne= 0 puisqueVh(z) " Vh(z) est
inversible. Donc

£(0) =y,
soity € T'(z), ce qui démontre le résultat annoncé. a
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VI.1.5 Le théoréme de Lagrange

Théoréme VI.1.6. Soitz € S = {z € R", h(z) = 0} un point régulier solution du probleme&/(.1.9),
vérifiant donc
f@) < flx), Yz es

Alors il existe nécessairement un vectauz R” unique vérifiant
V(&) + Vh(z)A =0,
soit encore )
Vi) + Y \iVhi(E) =0.
g=1l

Les composantes du vecteusont appelées multiplicateurs de Lagrange.

Démonstration : Considérons une courhgt) définie pourt € [—«, o] vérifiant

{x(t) € S, Vte[-a,a], a>0

z(0) = 4.
Ona
f(2(0)) < f(=(t)), Vte€ [-a,qal, .
donc nécessairement Concepts
d Notions
/@) = V(&) (0) =0,
t=0

ce qui signifie quév f (&) se trouve dans I'orthogonal d&() le plan tangent & enz. Sil'on utilise I'équi-
valence
T(z) =KerVh(z)" & T(2)* = ImVh(),
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il existe donc un vecteux € R” tel que

V() = —Vh(@)A.

L'unicité résulte du fait qud’h(z) est de rang et se montre comme dans le cas linéaire.
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V1.2 Les conditions de Kuhn et Tucker
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VI.2.1 Probléme avec contraintes d’inégalité

On s’intéresse maintenant au probleme suivant, dit probléme d’optimisation avec contraintes d’'inégalité
seulement :

min f(z), (VI.2.1)
:CER"

(PCI) sous les contraintes
g9(z) <0, (V1.2.2)

olg: R" — R™, est différentiable (il n’y a ici aucune condition su). On noterak” 'ensemble des points
admissibles, c’est & dire
K ={zcR", g(z) <0}.

Au point solution dg(PC1) il va de soi que les contraintes effectivement actives vérifieggit) = 0.
Cependant, puisque I'on ne sait @apriori quelles sont ces contraintes, le passagé/t&l) a un probleme
du type(PCE) n’est pas direct.

Définition VI.2.1. On appelle contraintes saturées @fiensemble des indicegel queg; (&) = 0, et on note
I(#) = {i] g:(2) = 0}. Sommaire
Concepts
On note alorsS(i) 'ensemble Notions
S(z)={x eR", gi(x) =0, i € I(2)}.

Le concept de direction admissible se définit comme suit :
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Définition VI.2.2. On dit quey € R" est une direction admissible énc K s'il existea > 0 et une courbe Probléme avec
x(t) vérifiant contraintes
z(t) € K,Vte[-a,al d’inégalité
z(0) = &,
z(0) = wy.

On notera alorgy € C(%).

Lemme VI1.2.3. Soity € R" une direction admissible eh e K, alors on a nécessairement

V(&) y <0, i€ I(z).

Démonstration : Considérons une courhgt) définie pourt € [—«, o] vérifiant

z(t) € K,Vte[-o,a], a>0
z(0) = g,
z(0) = wy.

Commeyg;(Z) < 0 pouri ¢ I(Z), on aura toujourg;(z(t)) < 0 pourt suffisamment petit. Par contre, pour
i € I1(Z) on doit avoirg;(z(t)) < 0 pourt suffisamment petit. Si on utilise le développement de Taylor de
gi(x(t)) ent = 0 on doit donc avoir

gi(%) +tVgs(2) Ty + te(t) < 0.

Sommaire
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Puisquey; () = 0 il faut donc nécessairement que I'on ait
Vgi(#) "y <0.

O Comme dans le cas des contraintes d’égalité, on doit définir la notion de point régulier, qui est nécessaire
pour que la condition précédente soit suffisante :

Définition VI.2.4. On dit quez est un point régulier pour la contraintgz) < 0 si
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- g(2) <0, Probléme avec
— Les vecteurg Vh;(1) }ier(z) sont linéairement indépendants. contraintes
d’inégalité

Sous I'hypothése de régularité den aura, comme dans le cas des contraintes d’égalité
Vgi(2)Ty <0, i€ I(&) =y C).
La proposition suivante permet d’effectuer le premier pas vers les conditions de Kuhn et Tucker.
Proposition VI.2.1.  Soitz la solution du probleméPC1). Il existen > 0 tel que
Vo € B(&,1m), gi(z) <0, i & 1(Z),

ou on a notéB(z, n) la boule de centre et de rayory;. Alorsz est la solution du probléme

min  f(z), (VI.2.3)
z€B(z,n)
{ gi(z) =0, i € I(2). (VI.2.4)

Ce résultat est uniguement di a la continuitg det montre que I'on est localement ramené a un probleme
avec contraintes d’égalité. On peut donc maintenant énoncer le résulat principal :

Théoréme VI.2.5. Soit € K un point régulier solution du problém@C1I). Alors il existe un unique
vecteurh € R™ tel que

Sommaire
. o . Concepts
V@) + Y AVea(@) = 0, (V1.2.5) Notions
i=1
A > 0,t=1...m, (V1.2.6)
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Démonstration : Les relation Y1.2.5) (VI1.2.7) sont une conséquence directe du théoréme de Lagrange, Probléme avec
car il suffit de prendre\; = 0 pouri ¢ I(&). On peut ensuite montreY(.2.6) par I'absurde : supposons qu'il contraintes
existek € I1(z) tel que);, < 0. On définit la surface d’inégalité

Sk={z]gi(x) =0, i € I(2), i # k}.
On définity € R" tel que

y = 0,iel(@), ik
Var(#)'y = -1,

Alors y est une direction admissible érpuisque
Vi (2)Ty <0, i€ I(z),

et quez est un point régulier. Il existe donc une courlfe) € Sy, et vérifiant de plus:(t) € K, pourt € [a, o],
telle quez(0) = y. On a donc

d A
@) = V@) 'y, (V1.2.8)
t=0

= Y AVa@) Ty, (V1.2.9)

— ANT op —

= —AVa() 'y = <0, (V1.2.10) Sommaire

. . . .. . Concepts
ce qui est impossible cgrest minimum erz. o Notions
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VI.2.2 Interprétation géométrique des conditions de Kuhn et Tucker

On considére un cas di{z) = {1, 2}. Au point, 'ensemble des directions admissib&sz) forme un
cOne qui est l'intersections des demi-espaces d’équation

Vgi(2) Ty <0, i=1,2.

Pour quet soit un optimum local, il faut que le vectewtV f(Z) forme un angle obtus avec les directions ad-

Vga(2)
V@)
:i» J / Vgl ($)
g2(x) =0
C(z)

K
Sommaire
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gi(z) =0

FiG. VI1.2.1 — lllustration des conditions de Kuhn et Tucker sur un exemple a deux dimensions.
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i=1,2.
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VI.3 Exemples de problemes

VI.3.1 Distance d'unpointaunplan. .. ... ... ......
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VI.3.1 Distance d’un point a un plan

On cherche & calculer la distance d’un paigte R™ au plan défini par I'équatiodz = b, 0UA € M,,,
avecRang A = p. Se probléme se pose sous la forme

1 2
wrélmn ) |zo — |
Ax =b.
On pose dong (z) = 1 [lzo — z]|*. On a
Vf(z) = —(z0 — ),
et donc le systéme d’optimalité est donné par
(Z—z0) +ATA = 0, (V1.3.1)
Aé = b (V1.3.2)
En multipliant I'équation Y/1.3.1) par A on peut exprimen par
A= (AAT) YAz — d),
et on obtient en substituaitdans ¥1.3.2)
=T —-AT(AAT) T A)zo + AT(AAT)71d.

Un probléme voisin est celui de la projection d’une directicur le planAz = 0. Le résultat précédent donne
donc
d = Pd,

avecP =1— AT(AAT)~L.
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VI.3.2 Pseudo-inverse de Moore et Penrose

On cherche a résoudre le systeme
Ax = b,

avecA € M,,, p < n et A de rangp. Il s’agit donc d’'un systéme sous-déterminé. La pseudo-inverse de
Moore-Penrose est par définition la matrit¢etelle que le vecteur

&= A'b,
est la solution de norme minimale du systeme
Az =b.

Le probleme d’optimisation & résoudre est donc :

min — ||z||
mGR" 2
Ax = b,
et le systeme d’optimalité est donné par
E+ATA = 0, (V1.3.3)
Ai = b (V1.3.4)
Il suffit de substituet: dans la deuxiéme équation et puisqlid?op est de rang on obtient SC%’:]‘Q;’F‘J'{SG
B= AT(AAT)flb Notions

et donc la pseudo-inverse est donnée par
Al = AT (AAT)L
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VI.3.3 Exemple de programme quadratique

On cherche a résoudre le probleme
1 2
min — ||z — 2o
22

fAS

Z1

0,
0

IV 1V

T
r1+x2 <1,

)

olizg = (1, 1). Il s'agit d’un probléme avec contraintes d'inégalité se mettant sous la fofme< 0 avec

-2
9(z) = — o
x1+x0—1

Sur le dessin, on peut s’assurer que trés probablement seule la contrainte numéro 3 est active. On peut s’en
persuader par le calcul de la fagon suivante : on peut tenter de résoudre le systeme

Vf(l‘) + Angg(a:) = O7
93(33) = 0, Sommaire
Concepts
soitici Notions
1
T — To+ A3 1 = 0,
X1 =+ To = 1,
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)

=>

Exemple de
programme
quadratique

gi1(z) =0

g2(x) =0 93(7) =

FIG. VI1.3.2 — Exemple de programme quadratique

ou bien encore

1+ A3 = 1,
1
Z2 +)\3 = 57
1tz = 1,
<< 144
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dont la solution est donnée par

3 1 1
4’ Z2 4’ 3 4

On a bien\sz > 0 ce qui justifiea posteriorile choix de saturer la contrainte numéro 3.

1 =

<< 145
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V1.4 Conditions suffisantes d’optimalité
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VI.4.1 Définition du lagrangien

Considérons le probléme’C E) avec contraintes d’égalité

{ R )

ouh:R" - RP.

Définition VI.4.1. On appelldagrangierassocié au probleme’CE) la fonctionL : R" x R” — R définie
par

L(z, ) = f(z) + ZAihi(az»

Les conditions de Lagrange peuvent se reformuler a I'aide du lagrangieri:sssittion de{ PCE). Alors
il existe \ tel que .
V.L(Z,\) =0,
ou on a notév,. le gradient partiel par rapport a la variableDans la suite nous ferons I'hypothése duet
f sont deux fois continment différentiables.

Sommaire
Concepts
Notions
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VI.4.2 Condition nécéssaire du second ordre

Théoréme VI.4.2. Soiti un point régulier solution d¢PCE). Alors il existe) tel que
Vo.L(%,\) =0,
et de plus pour touy € T'(z), y # 0, 0n a
y' Vi, L(& )y > 0.

Démonstration : Soity € T'(Z). On sait qu'il existe une courbg(t) définie pourt € [—a, ] vérifiant

()
z(t) € S, Vte[-a,a], a>0
z(0) = &,
{ £(0) = y.

Puisquet est optimal on a

f(2(0)) < f(=(2)), ¥,

et puisque la fonctiorf est deux fois différentiable, on a nécessairement

d2
@) =0
On a ici d’'une part
d Y Sommaire
& (@®) = Vi) "), Conceps
et donc Notions
%f(x(t)) = @(t) V2f(a()(t) + Vf(2(t) i (D), (V1.4.1)
%f(z(t)) = y ' V2f(2)y+ Vf(&)#(0) >0 (V1.4.2)

t=0
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D’autre part on & (z(t)) = 0 donc

d2

p =y " V2hi(2)y + Vhi(2)T#(0) =0, i=1,...,p.

t=0

h(z(t))

On peut multiplier chacune de ces égalités paet en faire la somme, ce qui donne

et puisque le deuxiéme terme est nul (condition de Lagrange) on obtient bien I'inégalité annon¢céeLe
résultat suivant est une généralisation du theéoreme précédent dont la démonstration sera admise.

Théoréme VI.4.3. Soitz € R" et \ € R” vérifiant les conditions
hz) = o,
p ~
V@) + D AVhi(@) = 0,
=1

y V2 L(# Ny >0 ,VyeT(z),y#0,

alors & est un minimum local du probléeni®CE).

<< 149
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VI1.4.3 Condition nécéssaire du second ordre

Théoréme VI.4.4. Soitz € R" et \ € R” vérifiant les conditions

g() < 0,
p ~
Vf(E)+ Z AiVgi(Z) = 0,
B=il
N > 0,i=1...m,
higi(@) = 0,i=1...m,
y V2, L(#, Ny >0 ,VyeT"(2),y#0,

ou on a notél'™ () le plan tangent ert a la surface
St={zeR" gi(2)=0,iecI(z)etr >0}

Alors & est un minimum local du probleni®CE).

Sommaire
Concepts
Notions
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VII.1.1 La méthode du gradient projeté

On s’intéresse a un probléme avec contraintes d’'égalité lineaires

min f(z), (VII.1.2)
{ meﬂgn
Az —b=0, (VI1.1.2)

et nous ferons I'hypothése quee M,,, est de rang maximal. Une idée assez naturelle consiste a appliquer
une méthode de descente qui prenne en compte la contrainteh = 0. Supposons que nous disposons d’un
pointzy € K = {x € R", Az — b = 0}. On sait qu'une direction admissible doit vérifier

Ad = 0. (VII.1.3)

On peut chercher la meilleure direction de descente respebtidu®.8) en résolvant le probléeme

min Vf(z)'d, (VII.1.4)
Ad =0, (VI1.1.5)
lldl| = 1. (VII.1.6)

Proposition VII.1.1.  Le vecteurd solution du probléme\(ll.1.4),(V11.1.5),(VIl.1.6) est donné paw =
y/ |ly|| ouy est la projection orthogonale deV f(x) sur Ker A.

Sommaire

Démonstration :  On peut écrire que C,\?”?epts
otions

oly € Ker A etz € (Ker AL, ces deux sous-espaces étant complémentairesRiar®n a donc Exemples

—Vf(z)'d=—y'd.
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Commed est un vecteur unitaire quelconquéd sera maximal pour La méthode du
y gradient
d=—"—, projeté

[yl

d’ou le résultat. On remarquera queysi 0, le vecteurd est bien une direction de descente car on a
Vi) =-y (y+2)=-y'y<0.

O
Pour former la matrice de projection sier A on utilise en général la factorisatighR de la matriced T,
qui s’exprime sous la forme
R
T _

ou R € M,, est triangulaire supérieure @< M,,, est orthogonale, et se décompose&ps [U V]ou les
colonnes dé/ € M,, , forment une base orthogonale @@ A" et les colonnes d& € M,, ,,_, une base
orthogonale d¢Im AT)+ = Ker A. Dans ce cas la matrice de la projection orthogonalel&urA s'écrit

P=1-UUT=vVT.

Remarque VII.1.1. Dans l'algorithme que nous allons étudier, la matrice de projection peut étre calculée une

fois pour toutes puisqué est donnée. Cependant, pour les problémes avec contraintes d’'inégalité lineéaires,

on sera amené a considérer une succession de problemes avec contraintes d’'égalité, et lasatice

évoluer a chaque itération, par ajout ou supression d'une ligne. Le choix de la factorisgtivest tout Sommaire
indiqué car il existe des techniques de mise a jour particulierement économiques, ce qui n’est pas le cas quand Concepts
on exprime la matricé® sous la forme classique Notions

P=1-AT[AAT|'A.
Exemples
La méthode du gradient projeté consiste tout simplement a mettre en oeuvre une méthode de descente

utilisant & chaque pas la directidp = —VV TV f(z}). Les itérations sont poursuivies jusqu’a ce gye= 0.
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Cela signifie alors qu¥ f(x) € Im AT et donc qu'il existe\ tel que La méthode du
gradient
Vf(zg) = —ATA projeté

On peut utiliser la factorisation dé' pour obtenir\ par résolution du systéme linéaire

R\ = -U'Vf(z).

Algorithme du gradient projeté

1. Poserk = 0 et choisirzy admissible.
2. Calculer la projectionl, = —VV 'V f(x1),

3. Sid, =0
— Calculer\ = —R7IU TV f(xy,)
— Arréter les itérations.

4. Déterminerp;, > 0 réalisant le minimum d¢ (xy, + pdy).
5. Poserr,1 = xi + prdy, fairek — k + 1 et retourner ei2.

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
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VII.1.2 La méthode de Newton projetée

La méthode du gradient projeté souffrant des mémes problémes que la méthode du gradient (vitesse de
convergence trés sensible au conditionnement), on lui préfére souvent les méthodes de quasi-Newton adaptées
au cas des contraintes linéaires. Il est plus facile de comprendre comment fonctionnent ces méthodes en faisant
I'analyse suivante

Supposons que 'on dispose d’un pointadmissible. L'idée est de poser= z, + V2 et de considerer
une nouvelle fonctiorf définie par

ou les colonnes d& forment une base orthogonale &&r A (on a vu comment obtenir une telle matrice).
Alors par construction le problém&%) est équivalent au probléme sans contraintes

Zrélﬁélp f(2), (VIL.1.7)

puisque
Alzg+Vz) —b=Axg — b+ AVz = 0.

On peut donc appliquer n'importe quelle méthode de descente a la résolutigh.de’§. Notons que I'on a

V§(z) = VTV f(zo+V2),

a . L L~ . Sommaire
donc la méthode du gradient appliquée a la minimisatiolfi(dé s’écrit Concepts
. Notions
Zk+1 = 2k — ka Vf(f() -+ Vzk),
et si on pose;, = o + V 2, les itérations précédentes s'écrivent Serles

Tit1 = Tk — prVV ' V f (1),
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ce qui redonne exactement la méthode du gradient projeté. On peut de la méme maniére écrire la méthodel deméthode de
Newton appliquée a la résolution dél(.1.7) : le hessien d¢ s’écrit Newton

- rojetée
V2f(z) = VIV f(ao + V2)V, Pl
si si on notely, = V2f(zk) la direction de Newton ep,, S’écrit

pr = —G3'V§(z).

Si la matriceG, est définie positive alors;, sera une direction de descente pgiet le vecteud/ p,, sera une
direction de descente poyirmpuisque

V(@) Vpr = Vf(z) pr < 0.

Remarque VII.1.2. On sait que dans le cas général un optimum local du probleREFE) est caractérisé
par K
y V2, L(&,\)y >0, ¥y € T(2), y # 0.

Or dans le cas des contraintes linéaires on a
V2. L(z,\) = V2 f(x), (VI1.1.8)

et le sous espac&(z) n'est autre queKer A. Et donc si I'on dispose d’'une matridé dont les colonnes

forment une base orthogonale de€er A, tout vecteury € T'(z) s’exprime sous la formg = Vz et la

condition /11.1.8) s’écrit .
VIVEf(£)Vz>0, V2 Sommaire

Concepts
On est donc assuré que le hessien projeté est défini positif & I'optimum, ce qui justifie I'utilisation des méthodes ~ Notions
de quasi-Newton.

On peut donc envisager une méthode de quasi-Newton ou la mise & jour opére non pas sur le héssien de  Exemples
mais sur le hessien projeté. Voici I'algorithme correspondant pour la méthode BFGS :

<< 157 > >
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Algorithme de la méthode BFGS projetée

. Poserk = 0, choisirzy admissible et poseily = 1.
. Poserg, = VIV f(xy).
. Si gk = 0

— Calculer\ = —R7IU TV f(xy,)
— Arréter les itérations.

. Calculer la directionpy, = —H, ' gy..

. Déterminerp;, > 0 réalisant le minimum d¢ (zy + pVpx).
. Poserry1 = xk + prVpk.

. Calculergyy = VIV f(zrs1) €tye = grs1 — g

. Mise a jour du hessien projeté

YelYr . gkgy
——+ =
PrYr Pk Pr. 9k

Hyy1=Hp +

. fairek «— k + 1 et retourner en2.
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VIl.2 Contraintes d’inégalité linéaires
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VIl.2.1 Méthode de directions réalisables

On s’intéresse maintenant a un probléme avec contraintes d’'inégalités lineaires

min f(z), (VIl.2.1)
{ meRn
Az —b<0. (VI.2.2)

On peut essayer de voir comment adapter la stratégie de I'algorithme du gradient projeté. Supposons que nous
disposons d’'un point initial admissible € K = {z € R", Az —b< 0}. NotonsI, 'ensemble des indices
des contraintes saturées, soit

On peut chercher une direction de descelgei permette, au moins pour un petit déplacement, de rester dans
K. Sionnote4, € M,, la matrice composée des lignes I, on doit donc avoir

Apd=0. (VI1.2.3)

Aprés calcul de la factorisatioU V') ( g ) de Aj , une direction admissiblé peut étre obtenue par

d=—-VVTVf(xg).
Il y a ensuite deux cas a envisager :

1. Sid # 0, il faut déterminer le déplacement maximal autorisé par les contraintes non saturées, c'est a

. Sommaire
dire p,,q. tel que Concepts
Pmaz = {P |P >0, Az(m() + Pd) —-b; < 07 { ¢ IO} Notions
Ensuite, on cherche le pas optima),; dans directioni. Ce pas pouvant faire sortir du domaine admis-
sible, on prendra donc toujours Exemples

p= min(popt, Pmam)a

en notant bien que lorsque= p...., cela signifie qu’une nouvelle contrainte sera saturée.
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2. Sid = 0 cela signifie qué/ f(z) € Im A] et donc qu'il existe\ tel que Méthode de
. directions
Vi) =-Ap\, réalisables

et qui s’obtient par résolution du systeme linéaire
R\ =-U"Vf(z),

et il faut ensuite considérer deux cas

(&) Si A > 0, alorsz satisfait les condition de Kuhn et Tucker. Le painést donc un optimum local
du probléme.

(b) Sinon, on supprime dang une des contraintes pour lesquellgs< 0 (par exemple la plus né-
gative). On obtient alors une nouvelle matri¢e qui permet de déterminer une nouvelle direction
de descente er,. On peut ensuite poursuivre les itérations.

On peut donc résumer I'algorithme de la fagon suivante :

Algorithme du gradient projeté (contraintes d’inégalité)

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
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. Poserk = 0 et choisirxy.

2. Déterminerl, = {i | A;x — b; = 0}.

. Former la matriced;, = {A;}icr,.-

. Calculer ou mettre ajourlafactorisatimﬂ = Uy Vi ( %’“ )

. Calculer la projectionl, = —V;V,' V f(x)
. Sid,, =0

— Calculerh = —(Ry) U V f(x)

— Si\ > 0 alors on s’arrete

— Sinon, choisirj tel que\; < \;, Vi, faire I;, = I, — {j} et retourner en 3.

. CalCU|erpmaw = {p |p >0, Al(xk + Pdk)a - bz <0,1 Q/ Ik}
. Déterminerp;, réalisant le minimum dé¢ (zy, + pdy) sur(0, pmaz]-

9. Poserry 1 = z + prdy, fairek — k 4+ 1 et retourner er2.
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VI1.3 Méthodes de pénalisation

VII.3.1 Meéthode de pénalisation externe . . ... .......
VII.3.2 Meéthode de pénalisation interne . . . . ... ......
VII.3.3 Estimation des multiplicateurs . . . . . ... ... ...
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VII.3.1 Méthode de pénalisation externe

Exemples :
Exemple VII.1

On considere un probléme avec contraintes d’'inégalité non-linéaires :

min f(z), (VI11.3.1)
:EERn

(PCI) sous les contraintes
g9(z) <0, (VI1.3.2)

Le but des méthodes de pénalisation est de rés@uitird ) de fagcon approchée de la fagon suivante : on définit
la fonctionp(z) par

m

p(@) =) (g (@))%

i=1

ou[.]* est la fonctiorpartie positivedéfinie par

Sommaire
" = ma(0.0). T

SionnoteK = {z € R", g(z) < 0}, la fonctiony vérifie par construction
Exemples

p(x) =0, pourz € K,
p(x) >0, pour z ¢ K.
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On introduit alors le problemg, Méthode de
. pénalisation
) lrélféln fe(), (VI1.3.3) F—

fe(@) = f(z) + Lo(2), (VI1.3.4)

dont on notera:, la solution, vérifiant
N
fe(zo) < fe(z)Vz e R™.

Le nom de pénalitéxtérieureprovient du fait quer. est toujours a I'extérieur (au sens large)ideomme le
montre le résultat suivant :

Proposition VII.3.1.  S'il existe au moins une contrainte saturée a I'optimimiu probleme PCT) alors
le vecteur solution du probléme pénaligé ) verifie nécessairement

3 iO? g’iu(me) 2 O

Démonstration : Montrons la contraposée : gi(xz.) < 0, Vi on a par définition:. € K. Puisque
fe(ze) < fe(@), Vz € R”,

donc en particulier pour = z, on a

mais commmer, € K etz € K ona SEmmEE
o(ze) = o(2) =0, Concepts
Notions
et donc
fze) < f(2).
Dol z. = . On a dongy; () < 0, Vi et aucune contrainte n’est saturéeien O En général, Exemples

on a toujourse,. ¢ K comme le montre P? mais sous des hypothéses assez peu restriciivésnd vers une
solution du probléméPC'I) quande tend vers 0.
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Théoréme VII.3.1. Soity : R" — R une fonction de pénalisation extérieure vérifiant : Méthode de
- ¢(z) 20, pénalisation
- p(z)=0&z€K, externe
— (p continue.

On suppose d’autre part qug est continue, quél’ est fermé et que I'une des deux conditions suivantes est
vérifieé :

~ f(z) — +oo quand]iz]| — oo,

— K estborné etp(z) — +oo quand||z| — oc.

— (p continue.
Alors, quande;, tend vers 0, la suite., admet au moins un point d’accumulation qui est alors une solution
optimale du problemePCT).

Lorsqu’on met en oeuvre cette méthode de fagon pratique, on ne peut pas prendre toutgdresipetit,
a cause des problémes de conditionnement que cela peut causer. On commence donc avec une valeur du type
€0 = 1, et chaque solution,, est prise comme vecteur initial pour résoudre le probléme @vac= ¢ /100
(par exemple). On peut bien sdr utiliser n’importe quelle méthode pour résoudre le prabiemé., ()
(BFGS, gradient conjugusé, ...).

Algorithme de la méthode de pénalisation

1. Choisirzg, €, = 1 et poserk = 1

. N . Sommaire
2. Trouverz;, solution du problememmn fe.(z) en partant de;y, ;. Concepts
zC Notions
3. Poserei 1 = €;/100
4, fairek — k + 1 et retourner en 2
Exemples
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VII.3.2 Méthode de pénalisation interne

Dans le cas des méthodes internes, en géngéral,est jamais dand( (sauf cas particulier) : cela peut
poser des problémes si par exemple la foncfiorest pas définie hors d€. Les méthodes internes permettent
d’éviter cetinconvénient. Leur principe est le méme que pour les méthodes externes : on considéere une fonction

fe(z) = f(z) + ep(a),
mais ici la fonctiony (z) est défine pout € K et est du type

v =Y .

iz1 Ji

Puisque I'on ay(x) — oo quand on s’approche de la frontiére &g on qualifie souvent) de fonction
barriére. Les propriété de convergence sont les méme que pour les méthodes externes, mais il faut ici disposer
d'unzy € K, ce qui peut étre difficile dans certains cas.

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
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VII.3.3 Estimation des multiplicateurs

Les méthodes de pénalisation ne sont en général jamais utilisées pour obtenir la solution du probléme avec
contraintes, car cela nécessitérait d'utiliser des paramétres de pénalisation beaucoup trop petits. En revanche,
elles permettent de calculer des estimations correctes des multiplicateurs.

Pour les méthodes externes, le paiptest solution du probléemein f., (x) ou

felw) = £(@) + = It @),

i=1

et vérifie donc les conditions d’optimalité

VF(e) + 2 D g (@) Voilan) = 0.

g=il

Sous les hypothéses du théoréie3.1 x;, — & et donc pour les contraintes non saturées, puiggug < 0,
il existe ky tel que
k> ko= gi(z) <0, i ¢ I(2).

Si on suppose que est régulier, les conditions de Kuhn et Tucker sont vérifiées et on a

V) + ANiVgi(z) =0. Sommaire
7() Z V6(2) Concepts
i€l X
Notions
Si on note maintenant que pokir> ko,
2 E I
V@) + =Y g (zk) Vgi(ar) =0, xemples
€ el
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alors par continuité d& f et Vg on en déduit que poure I
lim 72 +( )=A
ir T (x i-
. 691 k

On peut bien sdr faire le méme type de raisonnement pour la méthode de pénalité interne.
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VIl.4 Méthodes par résolution des équations de Kuhn et
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VII.4.1 Cas des contraintes d’égalité
On cherche a résoudre le probleme :

min f(x),
2eR" (VI1.4.1)
hl(l‘):O, i:1...p

On sait que la recherche d’un point de Kuhn et Tucker revient a résoudre le systemeiaconnues et + p
inconnues

{VxL(x,A) = 0 (VIl.4.2)

h(z) = 0,

ol on a notéL(z,\) = f(z) + >.b_, Aihi(z) le lagrangien associé ¥(.4.1). La méthode de Newton
consiste, & partir d’'un poirftey, Ax), & linéariserYI11.4.2) au voisinage de ce point, et & défifif; 1, Ax+1)
comme la solution du systéme obtenu. On peut écrire les équations suivantes :

VoL(xg, Ar) + ViL(xk, )\k)(ajk+1 — aik) + Vh(xk)()\k+1 — )\k) = 0,
h(azk) + Vh(xk)T(ka = a:k) = 0,
ouV,L(zg, \r) = Vf(xg) + Vh(zr)\. Sion pose
oh Sommaire
Ji = V}L(Cﬂk)T = af(xk)a Ch?gt?gr?;s
xz
et H, = V2 L(zk, \x), On obtient le systéme
Exemples

( 31: J(,)j ) ( xki;xk ) _ ( f_VhJEé»z:;) ) (VI1.4.3)
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Une méthode basée sur la résolution itérativele4.3) présentera les inconvénients habituels de la méthode Cas des
de Newton : la convergence est locale. De plus, les équations de Kuhn et Tucker sont aussi vérifiees pour les contraintes
maximums. Si on veut remédier a ces inconvénients il faut diposer d’une bonne estimation inifiale de d’égalité

gui peut par exemple étre fournie par une méthode de pénalisation.

Sommaire
Concepts
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Exemples
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VIl.4.2 Méthode de Wilson

Dans la méthode précédente, pour éviter les points stationnaires qui ne sont pas des minimum, on peut
faire I'analyse suivante : si on not¢ = x,.1 — xx on observe que le system©él(.4.3) s’écrit

Hyy + Jy Mep1 = =V f(z).

Le vecteuny, est la solution du probléme d’optimisation quadratique suivant :

5 1, T T
{ miny 3y " Hyy + Vf(zi) 'y, (VI1.4.4)

Jky + h(xk) = 07

et A1 1 est le multiplicateur associé. Au lieu de résoudre le systafied(3) on peut donc résoudre le pro-

bléme ¥11.4.4), ce qui permet d’éviter les points stationnaires qui ne sont pas des minima. La résolution de ce
probléme peut se faire avec toute méthode adaptée aux problémes quadratiques. Cette extension de la méthode
de Newton est due a Wilson.
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VII.4.3 Cas des contraintes d’inégalité

La méthode de Wilson vue au grain précédent se généralise trés facilement au cas des contraintes d’inéga-
lité. Si le probleme original est de la forme :

seR" (VI1.4.5)

les contraintes linéarisées prennent la forme
Vy(ar) Ty + g(ax) <0.
On peut alors utiliser une méthode consistant a résoudre itérativement le probléme quadratique

g 1, T T
miny 5y Hyy + Vf(2r) 'y,
{ Jey + g(xx) <0, (VI1.4.6)

Remarque VII.4.1. Comme on I'a déja dit la méthode de Wilson (pour les contraintes d’égalité et d’'inégalité)

ne converge que localement. La globalisation de cette méthode peut se faire en utilisant une approximation de
quasi-Newton pour la matricél, = V2L(xzx, \) et en faisant une recherche linéaire dans la directign

pour définirx,1 = = + prsk. Lors de la recherche linéaire, on cherche alors & minimiser fametion de
méritedu type

D Sommaire
Concepts
6(z) = f(x) +c ) |hi(@)l, Nt
k=1
dans le cas des contraintes d’égalité, ou
Exemples

o(z) = f(2) + ¢ gf (x),
k=1
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dans le cas des contraintes d'inégalité (dans ce derniercadait étre un majorant des multiplicateurs opti-
maux). Les fonctions(x) etf(x) sont des fonctions de pénalisation exacte : cette terminologie traduit le fait
que contrairement aux fonctions de pénalisatiifférentiablesjue I'on a vu précédemment, le minimumide

ou o peut coincider aveg pour des valeur§iniesdec.

<< 175
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Exemples du chapitre VII

VII.1 Un probleme pénalisé . . . . . . . .. . .. . . ... 177
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Exemple VII.1 Un probleme pénalisé

On consideére le probleme

La fonction pénalisée s’écrit

Pourx ¢ K ona
Vi(z)=o— %(1 —x).

Si on fait I'hypothese a priori que, ¢ K alors on a

2
6_71_ 6:07
95 e( Ze)

etdoncz. = (1+ ¢/2)~!. On a bienz. ¢ K et

lim z. = 1.

e—0

Retour au grain
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Chapitre VIII
Meéthodes utilisant la notion de dualité

VIII.L1 Elementssurladualité . . . . . . . . . . . . . .. 179
VIII.2 Methodes duales . . . . . . . . . . . e e 184
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VIIl.1 Elements sur la dualité

chapitre A

section suivante »

VIII.L1.1 Leproblemedual. . . . ... ... ... . .. ... 180

VIII.1.2 Point-col du lagrangien
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VIII.1.1 Le probleme dual
On s’intéresse ici aux problémes avec contrainte d’inégalité du type

I?Iél el (VII1.1.1)
g(z) <0,

et on note comme d’habitud€ = {z € R", g(z) < 0}. Le probléme YIlI.1.1) est appelléprobléme primal
par opposition aprobléeme duatjue I'on va maintenant définir.
Soit p(z) une fonction indicatrice d& :

o) = 0,siz €K, (VI1.1.2)
o(z) = oo, sinon. (VI1.1.3)

Alors le probléme primal est équivalent a

gf;f@él f(@) + ().

On peut construire la fonctiop de la fagcon suivante :

_ T () — .
() = max A" g(x) = max ; Xigi().

A>0
Sommaire
On peut vérifier que la fonction ainsi définie a bien les caractéristiques donnéadlpar)-(VIIl.1.3) : si Concepts
r € K onag;(z) < 0etdonch'g(x) < 0, le max est donc atteint poux = 0. Siz ¢ K il existe j tel que IELIEE

g;(z) > 0, etdonc g(z) peut étre rendu arbitrairement grand en faisant tengrers+oo.
Le probleme primal est donc équivalent au probléme

— <f<x> +max ATg<z>) ,

€
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et si on utilise le lagrangiefi(z, \) = f(z) + A" g(z), on peut alors noter que le probléme primal s'écrit Le probléme
dual
min max L(z, \). (VIII.1.4)
zeR" A20

Définition VIII.1.1. On appelle probléeme dual du probleméi(.1.1) le probléme

max min L(x,\), (VI1.1.5)
A20 5eR"

et appellew(\) = min__jen L(z, \) lafonction duale.

Proposition VIII.1.1.  La fonction dualev()) est concave.

Démonstration : Soient\; > 0, A2 > 0,60 € [0,1] et A = 6A; + (1 — 0) \o. ll existex; x5 etx tels que

N |
&
I

A1) = Lz, M),
L(xa, A2),
w(A) = L(z,N).

w()\l) < L(m7>\1)a
w(Ag) < Lz, A2). Sommaire
Concepts
Si on multiplie la premiére inéquation paet la deuxiéme pafl — 0) il vient Notions

fw(M) + (1 = Ow(A2) < f(x) + [0A1 + (1 = 0)Ao] T g(2) = w(N).

O Ce qui est remarquable dans cette propriété est que le résultat ne suppose absolument rien sur la convexité
des fonctionsf etg;.
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VIII.1.2 Point-col du lagrangien
On montre facilement la proposition suivante :

Proposition VIII.1.2. Ona

AZ0 weRn :1:€Rn AZ0

Inax{ min L(x,)\)} < min {maxL(a:,)\)}.

Démonstration: OnaL(z,\) < maxy>o L(z, \) et donc par définition de)())
w(A) < min max L(x, \).
zcR" 220
On adonc
max w(A) < min max L(z, \),
A>0 zeR™ A>0

ce qui montre le résultat. O Si I'on note que par construction

félfél e Lz, A) = f(2),

ou z est la solution du probléme primal, on a donc

T w(A) < f(2).

Alors s'il existe bien un maximum de la fonction duale atteint pdut )\, la valeurw(\) est un minorant de

f(&) etil existe un pointz(\) tel que
w(A) = L(z(X),A) < f(2).

Le théoréme suivant précise dans quelles conditionsag p= 7 :

182 4 2
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Théoréme VIII.1.2. S'il existe un coupléz, \) tel que Point-col du

N . n m lagrangien
L(#,X) < L(2,A) < L(z,A), Ve e R", VA e R™,

alors z est une solution du probléme primalﬁeest le multiplicateur de Kuhn et Tucker associé.

Un point vérifiant cette propriété est appelépaint-coldu lagrangien. On a dans ce cas

L(z,)\) = A) = mi .
(20) = msecu(O4) = ity ()
Lorsque ce point existe, on peut donc résoudre le probléeme dual a la place du probléme primal : I'intérét
principal est la concavité de la fonction duale ainsi que la simplicité des contraintes. On voit aussi que méme
lorsqu’il n’existe pas de point col, le maximum de la fonction duale fournit un minoraff{&lg ce qui peut

étre utile dans certaines circonstances. On appelle alors la difféféhre- w()) le saut de dualité

Théoreme VIII.1.3. Si f est strictement convexe, si lgssont convexes et gt est d'intérieur non-vide,
I'existence de: est équivalente a I'existence deet on a

w(d) = L(@,A) = f(2).

Il existe cependant des cas ou il existe un point-col et les conditions précédentes ne sont pas veérifiées.
Quand il n'y a pas de point-col, on peut faire alors appel a des techniques ou on utilise un lagraggienté
du type

m Sommaire
Lz, A7) = f(z) + A g(z) + 7 Z(gj(:x))2 Concepts
P Notions

pour définit la fonction duale. Ce type d’approche permet de généraliser les méthodes duales pour les cas
typiquement non-convexes.
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VIIl.2 Methodes duales

VIII.2.1 Méthode d’'Uzawa . . . . . . . . . . . i i e e e e 185
VIIl.2.2 Méthode d’Arrow et Hurwicz . . . . . . . . . . . . .. . . .. ... ... 187
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VIII.2.1 Méthode d’'Uzawa

Le principe de la méthode d’Uzawa est d'utiliser la méthode du gradient pour maximiser la fonction duale,
tout en tenant compte de la contrainte> 0 : cela donne la méthode

Akt1 = e+ o Vw(r)]

L'utilisation de cette méthode suppose que la fonction duale est différentiable (au moins a I'optimum). Ce sera
le cas sile minimum em de L(x, \) est unique. Dans ce cas si on note\) le vecteur tel que

on peut écrire que

dz(X\)

Vo) = ViL(z(X),\) =

= g(z(N)),

puisquez(A) est par définition le minimum ende L(z, A). L'algorithme de la méthode est donc le suivant :

+ VAL(x(/\)’ )‘)7

Algorithme d’'Uzawa
Sommaire
1. Poserk = 0et)y, = 0. Concepts

P . . . . T Notions
2. Déterminerz; solution du problememfR& f(x) + A g(z)
€

3. Simax; g;(zx) < € alors on s’arréte.
4. Sinon, calculet ;1 = [M + prg(zr)] ™
5. Fairek <— k + 1 et retourner en 2.
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Au point 4 on peut choisipy, fixe ou bien faire une recherche linéaire. Lorsque la fonction duale est mal
conditionnée, on peut aussi utiliser une méthode de quasi-Newton. Dans le test d'arrét choisi la valeor de
devra étre choisie prudemment : en effet, s'il n’existe pas de point-col on ne peutawik et donc sk est
trop petit I'algorithme ne s’arrétera pas.

<< 186
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VII.2.2 Méthode d’Arrow et Hurwicz

Cette méthode est trés voisine de la méthode d’'Uzawa. Au lieu de déterminemme le minimum de
L(z, \x) on se contente d'un pas dans la directio¥ , L(xz, A\x) : on définitxy; par

T+l = Tk — akaL(xk, /\k),

et g1 par
A1 = Mk + prg(ar)]”
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Aide 1, Exercice 1.4

Utiliser I'expression dé/ f (z) donnée a I'exercice précédent.

Retour a I'exercice A
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